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COMPARAISON DE LA COHOMOLOGIE DES TOURS DE
LUBIN-TATE ET DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE
JACQUET-LANGLANDS GE´OME´TRIQUE
par
Laurent Fargues
Re´sume´. — Cet article est le dernier consacre´ a` l’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de
Drinfeld. Nous y de´montrons l’existence d’un isomorphisme entre la cohomologie a` support compact
des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, et plus ge´ne´ralement de leurs complexes de cohomologie
e´quivariants. Nous y de´montrons e´galement l’existence d’une correspondance de Jacquet-Langlands
locale ge´ome´trique entre certains faisceaux e´tales rigides e´quivariants sur l’espace des pe´riodes de
Gross-Hopkins Pn−1 et sur l’espace de Drinfeld Ω.
Abstract. — This article is the last one about the isomorphism between Lubin-Tate and Drinfeld
towers. We prove the existence of an isomorphism between the compactly supported cohomology
of the Lubin-Tate and Drinfeld towers, and more generally their equivariant cohomology complex.
We also prove the existence of a geometric local Jacquet-Langlands correspondence between some
equivariant rigid e´tale sheaves on Gross-Hopkins period space Pn−1 and Drinfeld one Ω.
Introduction
Cet article est le dernier consacre´ a` l’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.
Les principaux re´sultats sont :
– Soit (Xi)i∈I un syste`me projectif filtrant d’espaces rigides quasicompacts. Soit (Xi)i∈I un
mode`le entier de ce syste`me projectif forme´ de sche´mas formels admissibles au sens de Ray-
naud dont les morphismes de transition sont affines. Soit X∞ = lim
←−
i
Xi, par exemple si
Xi = Spf(Ri) alors X∞ = Spf(( lim
−→
i
Ri)
̂ ). Alors le topos limite projective lim
←−
i
(Xi)e´t ne
de´pend que de X∞ et la cohomologie lim
−→
i
H•((Xi)e´t,Λ) e´galement.
– L’existence d’une correspondance “de Jacquet-Langlands locale ge´ome´trique” entre faisceaux
e´tales D×-e´quivariants sur l’espace des pe´riodes de Gross-Hopkins (Pn−1)rig pour lesquels
l’action de D× est lisse (au sens de la the´orie des repre´sentations des groupes p-adiques :
le stabilisateur d’une section est ouvert) et faisceaux GLn(F )-e´quivariants sur l’espace de
Drinfeld Ω pour lesquels l’action de GLn(F ) est lisse. Il s’agit du the´ore`me 13.1.
– Le fait que les complexes de cohomologie a` support compact de la tour de Lubin-Tate et de
Drinfeld, vus comme e´le´ments de la cate´gorie de´rive´e GLn(F )×D××WF -e´quivariante lisse,
sont isomorphes. Il s’agit du the´ore`me 13.2
Les deux derniers re´sultats utilisent bien suˆr le the´ore`me principal de [11] ainsi que le pre-
mier re´sultat. Pour le premier re´sultat les points clef consistent en une utilisation du the´ore`me
d’approximation d’Elkik ([9]) et du the´ore`me de platification de Raynaud-Gruson ([22]).
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La correspondance de Jacquet-Langlands locale ge´ome´trique. — Rappelons que la tour
de Lubin-Tate est une tour d’espaces analytiques rigides (MLTK )K⊂GLn(OF ) munie d’une action
“verticale” de GLn(F ) par correspondances de Hecke et “horizontale”, e´tage par e´tage, de D
×.
Elle forme un “pro-GLn(OF )-torseur e´tale” au dessus de la tour sans niveau
MLTGLn(OF ) = “Tour de L.T./GLn(OF )“ ≃
∐
Z
◦
Bn−1
une union disjointe de boules p-adiques ouvertes. De plus il y a une application des pe´riodes de
Gross-Hopkins ([15], [21], [10])
MLTGLn(OF ) −→ P
n−1
surjective, D×-e´quivariante, invariante sous les correspondances de Hecke sphe´riques et dont les
fibres sont exactement les orbites de Hecke. On a donc envie d’e´crire
Tour de L.T./GLn(F ) ≃ P
n−1
ou plutoˆt au sens des champs [Tour de L.T./GLn(F )] ≃ Pn−1 i.e. les faisceaux rigides-e´tales
Hecke-e´quivariants sur la tour de Lubin-Tate sont en bijection avec les faisceaux rigides-e´tales sur
(Pn−1)rig.
Quant a` la tour de Drinfeld (MDrK )K⊂O×D
elle est munie d’une action “verticale” de D× et
horizontale de GLn(F ). Elle forme un “pro-O
×
D-torseur e´tale” au dessus de la tour sans niveau
MDr
O×D
= “Tour de Dr./O×D“ ≃
∐
Z
Ω
ou` Ω de´signe l’espace de Drinfeld, si n = 2 Ω(Cp) = Cp \ Qp. Il y a de plus une application des
pe´riodes beaucoup plus simple que la pre´ce´dente
MDr
O×
D
=
∐
Z
Ω −→ Ω
qui est GLn(F )-e´quivariante, un isomorphisme sur chacune des composantes de l’union
∐
Z
, D×-
invariante et dont les fibres sont exactement les D×/O×D-orbites. On a donc envie d’e´crire[
Tour de Dr./D×
]
≃ Ω
c’est a` dire que les faisceaux rigides-e´talesD×-e´quivariants sur la tour de Drinfeld sont en bijection
avec les faisceaux rigides-e´tales sur Ω.
Rappelons maintenant ([11]) qu’on a de´montre´ l’existence d’un “isomorphisme en niveau infini”
MLT∞
∼
−−→MDr∞
GLn(F )×D
×-e´quivariant. On a donc envie d’e´crire qu’il y a un isomorphisme[
D×\Pn−1
]
≃
[
GLn(F )×D
×\MLT∞
]
≃
[
GLn(F )×D
×\MDr∞
]
≃ [GLn(F )\Ω]
c’est a` dire une e´quivalence entre faisceaux D×-e´quivariants sur Pn−1 et faisceaux GLn(F )-
e´quivariants sur Ω.
Cet e´nonce´ est en fait incorrect. Pour expliquer pourquoi prenons une analogie. Soit k un corps
de cloˆture se´parable k et X un k-sche´ma de type fini. Soit p : Xk −→ X la projection. Le foncteur
qui a` un faisceau e´tale F sur X associe le faisceau p∗F muni de son action de Gal(k|k) compatible
a` celle sur Xk induit une e´quivalence entre faisceaux e´tale sur X et ceux sur Xk munis d’une
action de Gal(k|k) compatible a` celle sur Xk et continue. La condition de continuite´ signifie que
le stabilisateur d’une section du faisceau sur un ouvert quasicompact est un sous-groupe ouvert
de Gal(k|k). Dit en d’autres termes, il y a une condition de continuite´ sur la donne´e de descente
pour descendre des objets en niveau infini sur la tour (X ⊗k L)L|k finie a` X .
Il en est de meˆme pour les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. Il y a bien une e´quivalence entre
faisceaux e´quivariants sur Pn−1 et Ω mais il faut ajouter une condition de continuite´ sur l’action :
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le stabilisateur d’une section est un sous-groupe compact-ouvert.
Pour expliquer cette condition de continuite´ revenons a` notre analogie. Si U −→ Xk est un
morphisme e´tale avec U quasicompact il existe une extension de degre´ fini L|k et un ouvert e´tale
U ′ −→ XL tel que U ′ = U ⊗L k. Ainsi en restriction au sous-groupe ouvert Gal(k|L) sur Xk
s’e´tend en une action sur U
∀σ ∈ Gal(k|L) U //

U

Xk
σ∗ // Xk
et si F est un faisceau e´tale sur Xk muni d’une action de Gal(k|k), ∀σ ∈ Gal(k|L) (σ
∗F)(U)
∼
−−→
F(U) et il y a une action de Gal(k|L) sur F(U). La condition de lissite´ de l’action de Gal(k|L)
est donc bien de´finie.
L’analogue en ge´ome´trie analytique a e´te´ e´tudie´ par Berkovich dans [5]. Expliquons le plutoˆt
dans le contexte des espaces rigides. Soit Y = Sp(B) −→ Sp(A) un morphisme e´tale entre espaces
affino¨ıdes. Soit G un groupe profini agissant continuˆment sur X au sens ou` si f ∈ A
lim
g→e
‖g∗f − f‖∞ = 0
Il existe alors un moyen de relever “canoniquement” l’action de G surX a` Y , quitte a` se restreindre
a` un sous-groupe ouvert suffisamment petit U de G
Y //

U

Y

X //
U

X
Ainsi si F est un G-faisceau e´tale sur X il y a une action de U sur F(Y ) et on peut parler de
lissite´ de l’action de U sur F(Y ).
Ce fait est une ge´ne´ralisation du lemme de Krasner. Si Y = Spf(A) −→ Spf(B) = X est un
mode`le entier du morphisme Y −→ X , i.e. A et B sont deux alge`bre topologiquement de type fini
sur Zp sans p-torsion, A[
1
p ] = A et B[
1
p ] = B il existe alors un entier N tel que pour tout X-sche´ma
formel topologiquement de type fini Z l’application de re´duction
HomX(Z,Y) −→ HomX⊗Z/pN (Z⊗ Z/p
N ,Y⊗ Z/pN )
soit une bijection. Il s’agit essentiellement d’une application du the´ore`me d’approximation d’Elkik
([9]). Si le morphisme entier Y −→ X est e´tale on peut bien suˆr prendre N = 1 et en ge´ne´ral
l’entier N de´pend d’une puissance suffisamment grande de p telle qu’un certain ide´al discriminant
divise cette puissance (entier qui existe puisque apre`s inversion de p le morphisme est e´tale).
En particulier deux X-morphismes proches de Y dans lui-meˆme co¨ıncident et tout isomorphisme
de´fini modulo pN peut se relever en caracte´ristique ze´ro.
Finissons par expliquer la terminologie “correspondance de Jacquet Langlands”. Soit F un
D×-faisceau lisse sur Pn−1 et JL(F) le faisceau associe´ sur Ω. Soit δ ∈ D× semi-simple re´gulier
et γ ∈ GLn(F ) stablement conjugue´ a` δ. Il devrait y avoir un lien entre
∑
x∈Fix(δ;Pn−1)
tr(δ;Fx) et∑
y∈Fix(γ;Ω)
tr(γ; JL(F)y). Cela n’est pas de´montre´ dans cet article, l’auteur pre´voit d’en e´crire la
de´monstration ainsi que d’autres proprie´te´s de cette correspondance dans un futur article.
Cohomologie a` support compact des deux tours. — On de´montre l’existence d’isomor-
phismes
lim
−→
K⊂GLn(OF )
H•c (M
LT
K ⊗ˆCp,Z/ℓ
nZ) ≃ lim
−→
K⊂O×
D
H•c (M
Dr
K ⊗ˆCp,Z/ℓ
nZ)
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en tant que Z/ℓnZ[GLn(F )×D××WF ]-modules lisses. En fait on de´montre un re´sultat beaucoup
plus pre´cis au niveau des complexes de cohomologie a` support compact dans la cate´gorie de´rive´e
e´quivariante-lisse. Si F est un D×-faisceau lisse sur Pn−1 on lui associe canoniquement, en tirant
en arrie`re ce faisceau par l’application des pe´riodes en chaque niveau de l’espace de Lubin-Tate,
un complexe de cohomologie a` support compact de la tour de Lubin-Tate
RΓc(LT ,F) ∈ D
+(Z/ℓnZ[GLn(F )×D
× ×WF ]−Mod-lisses)
De meˆme si G est un GLn(F )-faisceau lisse sur Ω on lui associe RΓc(Dr,G). Soit alors F 7−→ JL(F)
la correspondance de Jacquet-Langlands de´crite pre´ce´demment. Il y a alors un isomorphisme de
foncteurs
RΓc(LT ,−)
∼
−−→ RΓc(Dr,−) ◦ JL
Description des diffe´rentes parties. —
Espaces rigides ge´ne´ralise´s. — Dans les chapitres 1 a` 3 on de´finit et e´tudie les proprie´te´s de base
des espaces rigides “fibre ge´ne´rique” de sche´mas formels p-adiques qui ne sont pas ne´cessairement
topologiquement de type fini, du type de ceux intervenant dans [10] et [11]. Le point de vue choisi
est celui de Raynaud consistant a` voir la cate´gorie des espaces rigides comme un localise´ de la
cate´gorie des sche´mas formels p-adiques relativement aux e´clatements formels admissibles.
– Dans le premier chapitre on de´finit et e´tudie les e´clatements formels admissibles de tels
sche´mas formels. Il s’agit essentiellement de ve´rifier que certaines notions intervenant dans
[6] restent valables dans un contexte plus ge´ne´ral. Une des difficulte´s de la the´orie est que
contrairement au cas classique de [6] les the´ore`mes de cohe´rence des alge`bres p-adiques
topologiquement de type fini sans p-torsion ne sont plus valables.
On retiendra une des proprie´te´s importantes de ces e´clatements formels admissibles
ge´ne´ralise´s n’ayant pas d’e´quivalent dans le cadre “classique” : la proposition 1.35 assurant
la compatibilite´ de ces e´clatements au passage a` la limite projective de sche´mas formels.
– Dans le deuxie`me chapitre on de´finit et e´tudie le topos admissible de tels sche´mas formels.
On utilise pour cela le langage des limites inductives de sites et des limites projectives de
topos de [13]. Le topos admissible est vu comme la limite projective des topos Zariskiens des
e´clatements de notre mode`le formel.
L’une des proprie´te´s fondamentales est le the´ore`me de “de´completion”, la proposition 2.23
qui dit qu’un ouvert admissible d’une limite projective de sche´mas formels lim
←−
i
Xi est un
germe d’ouvert admissible sur les Xi, et la proposition 2.27 son interpre´tation en termes de
topos.
Plus tard on appliquera le meˆme type de proce´dures pour le site e´tale rigide au lieu du
site admissible. Le lecteur peut donc conside´rer ce chapitre comme un entraˆınement a` la
manipulation des topos limites projectives dans un cas “simple”.
– Dans le chapitre 3 on de´finit et e´tudie l’espace de Zariski-Riemann associe´ a` nos espaces rigides
ge´ne´ralise´s. Pour les espaces rigides classiques cet espace co¨ıncide avec l’espace topologique
adique de´fini par Huber ([17]) et e´galement e´tudie´ par Fujiwara ([12]). On montre en par-
ticulier que le topos admissible s’identifie au topos des faisceaux sur cet espace topologique.
On interpre`te e´galement cet espace comme un recolle´ de spectres valuatifs.
On utilisera plus tard l’espace de Zariski-Riemann dans le but de de´finir la notion de
famille couvrante dans notre site e´tale rigide.
On de´finit e´galement l’espace de Berkovich associe´ aux ge´ne´risations maximales dans l’es-
pace de Zariski-Riemann (les valuations de rang 1 i.e. a` valeurs dans R). Cela nous permettra
de de´finir la notion de topos surconvergent correspondant dans le cas classique au topos e´tale
de Berkovich.
Le topos e´tale rigide. — Dans les chapitres 4,5 et 6 on de´finit et e´tudie le topos e´tale rigide de
nos sche´mas formels. Il s’agit du coeur de l’article.
Expliquons d’abord les difficulte´s rencontre´es.
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– Soit A une alge`bre p-adique sans p-torsion. Si B est une A-alge`bre p-adique topologiquement
de pre´sentation finie et si B ≃ A < T1, . . . , TN > /(f1, . . . , fq) est une pre´sentation on peut
de´finir comme dans le chapitre 4 de [9] en utilisant un ide´al jacobien explicite la notion d’eˆtre
rig-e´tale apre`s inversion de p : une certaine puissance de p appartient a` cet ide´al jacobien.
Ne´anmoins il n’y a pas de raison en ge´ne´ral pour que cette de´finition ne de´pende pas du
choix d’une telle pre´sentation comme c’est le cas si A est topologiquement de type fini sur
un anneau de valuation de hauteur 1 (le cas rigide classique).
– On veut de plus appliquer le the´ore`me 6 de [9] a` nos alge`bres rig-e´tales. Or, meˆme apre`s avoir
fixe´ une pre´sentation comme pre´ce´demment la de´monstration donne´e dans [9] ne s’adapte
pas sans des the´ore`mes de cohe´rence. Essentiellement le re´sultat qui pose proble`me est que si
R est une alge`bre p-adique et I = {x ∈ R | ∃k pkx = 0} alors en ge´ne´ral I n’est pas un ide´al
ferme´ de R, et si l’on veut tuer la p-torsion dans R il ne faut pas prendre R/I mais R/I, le
se´pare´ de R/I. En ge´ne´ral on n’a aucun controˆle sur I¯. Bien suˆr si R est topologiquement de
type fini sur un anneau de valuation de hauteur 1 d’apre`s [6] on a I = I, mais dans notre
situation il n’y a pas de raison pour que ce soit le cas.
– Soit (Ri)i∈N un syste`me inductif d’alge`bres p-adiques topologiquement de type fini sur
Zp, R∞ = lim
−→
i
Ri. On peut meˆme supposer que Ri →֒ Ri+1, Ri+1|Ri est fini, Ri est
inte´gralement ferme´ dans Ri[
1
p ], Ri[
1
p ] →֒ Ri+1[
1
p ] est e´tale fini et que le syste`me inductif
(Ri[
1
p ])i∈N est un torseur e´tale sous un groupe profini et les Ri[
1
π ] sont rig-lisses sur Zp
(exemple : prendre l’image re´ciproque d’un ouvert affine dans les tours de Lubin-Tate et de
Drinfeld).
On veut qu’il y ait une e´quivalence entre R̂∞-alge`bres p-adiques rig-e´tales et “germes”
d’alge`bres p-adiques rig-e´tales sur les (Ri)i, via l’application
(Ri −→ B) 7−→ (R̂∞ −→ B⊗ˆRiR̂∞)
Il devrait s’agir typiquement d’une application du the´ore`me d’approximation d’Elkik a` l’an-
neau Hense´lien (R∞, pR∞). Ne´anmoins il n’y a pas de raison dans le cas des tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld, pour les mode`les construits dans [10] et [11] par normalisation, pour que
les morphismes Ri −→ Ri+1 soient plats. Il n’y a pas non plus de raison pour que le syste`me
inductif (Ri)i∈N satisfasse a` une hypothe`se de presque platitude au sens de Faltings, c’est a`
dire si i0 ∈ N, I ⊂ Ri0 est un ide´al de type fini alors
∃α ∈ N ∀i ≥ i0 p
α.Tor
Ri0
1 (Ri, Ri0/I) = 0
Par exemple on aurait bien aime´ que le morphisme R∞ −→ R̂∞ soit fide`lement plat, mais il
n’y a pas de raison non plus pour que ce soit le cas.
Le proble`me que cela soule`ve est que si B est une Ri-alge`bre rig-e´tale sans p-torsion alors
la p∞-torsion des alge`bres (B⊗ˆRiRj)j≥i peut “exploser” lorsque j −→ +∞.
Voici comment on proce`de pour palier a` ces proble`mes.
– Dans le chapitre 4 on montre que si A est une alge`bre p-adique sans p-torsion et que l’on se
restreint aux A-alge`bres p-adiques finies localement libres e´tales apre`s inversion de p on a une
bonne the´orie pour de telles alge`bres rig-e´tales. Ainsi si X est un sche´ma formel p-adiques
sans p-torsion quelconque on a une bonne notion de X-sche´ma formel fini localement libre
rig-e´tale.
On montre de plus que le the´ore`me d’approximation d’Elkik s’applique a` ces morphismes
rig-e´tales : si (Xi)i∈N est un syste`me projectif de sche´mas formels p-adiques sans p-torsion
a` morphismes de transition affines, X∞ = lim
←−
i∈N
Xi, les X∞-sche´mas formels finis localement
libres rig-e´tales sont e´quivalents aux “germes” de Xi-sche´mas formels finis localement libres
rig-e´tales lorsque i varie via
(Y −→ Xi) 7−→ (Y×Xi X∞ −→ X∞)
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– Dans le chapitre 5 on de´finit et e´tudie la classe ge´ne´rale de morphismes rig-e´tales utilise´e
pour de´finir le topos e´tale rigide. On les appelles morphismes de type (E). Il sont construits
a` partir d’e´clatements formels admissibles, de morphismes e´tales de sche´mas formels et de
morphismes finis localement libres rig-e´tales (ceux e´tudie´s dans le chapitre 4). On montre
qu’ils ve´rifient le the´ore`me d’approximation comme pre´ce´demment : les X∞-sche´mas formels
de type (E) sont e´quivalents aux germes de Xi-sche´mas formels de type (E) lorsque i varie.
Le point clef justifiant leur introduction est que d’apre`s le the´ore`me de platification de
Raynaud-Gruson siY −→ X est un morphisme de sche´mas formels admissibles quasicompacts
tel que Yrig −→ Xrig soit e´tale il existe alors un diagramme
Z //
>
>>
>>
Y
 


X
ou` Z −→ X est de type (E) et |Zrig| −→ |Yrig| est surjectif et que donc les X-sche´mas formels
de type (E) engendrent topologiquement le site e´tale de Xrig.
– Dans le chapitre 6 on de´finit et e´tudie un site ainsi que le topos e´tale rigide des sche´mas
formels ne ve´rifiant pas d’hypothe`se de finitude. Pour cela on utilise les morphisme de type
(E) du chapitre 5.
On a vu que dans le cas classique ces morphismes engendrent topologiquement le site e´tale
rigide usuel. D’apre`s le the´ore`me 4.1 de l’expose´ III de SGA4 (cf. the´ore`me 6.1 de cet article)
ils suffisent pour reconstruire le topos e´tale d’un espace rigide classique. La contrepartie est
qu’ils ne forment pas une pre´topologie de Grothendieck a` cause de l’absence de certains
produits fibre´s dans cette cate´gorie.
On utilise alors toute la puissance du formalisme de Grothendieck qui permet de de´finir une
topologie en toutes ge´ne´ralite´s sans cette hypothe`se d’existence de produits fibre´s. L’analogie
suivante e´clairera peut-eˆtre le lecteur : on est dans la situation ou` l’on a un espace topologique
X muni d’une famille d’ouverts C telle que tout ouvert de X puisse s’e´crire comme une union
d’ouverts de C, mais si U, V ∈ C U ∩ V n’appartient pas ne´cessairement a` C. Ne´anmoins,
graˆce au formalisme des cribles, C est muni d’une topologie de Grothendieck qui n’est pas
de´finie par une pre´topologie mais qui permet tout de meˆme de retrouver le topos X˜ comme
e´quivalent a` C˜ ; un faisceau sur X est la meˆme chose qu’un foncteur, i.e. un pre´faisceau, F
de´fini sur C ve´rifiant ∀U ∈ C ∀(Vi)i∈I un recouvrement de U par des objets de C
F(U) = ker(
∏
i∈I
F(Vi)
// //
∏
i,j
Hompre´faisceaux(hVi ×hU hVj ,F))
ou` hV de´signe le pre´faisceau repre´sente´ par V et la meˆme formule permet d’e´tendre F a` tout
ouvert de X qui n’est pas dans C.
Le the´ore`me principal s’e´nonce alors en disant que le topos rig-e´tale d’une limite projective
de sche´mas formels p-adiques est la limite projective des topos rig-e´tales de chaque sche´ma
formel de la limite projective. Il s’agit d’une application des re´sultats d’approximation des
chapitres pre´ce´dents.
Faisceaux e´tales munis d’une action lisse d’un groupe p-adique. — Dans les chapitres 8 a` 10 on
s’inte´resse a` la cohomologie a` support compact e´quivariante des espaces analytiques de Berkovich
ainsi que des espaces rigides ge´ne´ralise´s introduits dans les section pre´ce´dentes.
On s’inspire des travaux de Berkovich ([5] et [2]) sur le sujet. E´tant donne´ un groupe topologique
G agissant continuˆment sur un espace analytique de BerkovichX , resp. un espace rigide ge´ne´ralise´,
e´tant donne´ un faisceau e´tale F muni d’une action lisse de G compatible a` celle sur X on montre
que l’action de G sur H•c (X,F) est lisse. En fait le but plus ge´ne´ral est d’associer fonctoriellement
a` F un complexe de cohomologie RΓc(X,F) ∈ D+(Λ[G]−Mod-lisses).
– Pour cela on de´veloppe dans le chapitre 8 un formalisme ge´ne´ral des G-faisceaux lisses qui
peut s’appliquer aussi bien aux espaces de Berkovich qu’aux espaces rigides ge´ne´ralise´s. Le
re´sultat principal est le the´ore`me 8.16 qui dit en particulier qu’on peut re´soudre un G-faisceau
lisse par des G-faisceaux lisses flasques apre`s oubli de l’action de G.
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– Le chapitre 9 contient l’application de ce formalisme aux espaces analytiques de Berkovich.
Le site e´tale d’un espace de Berkovich n’est pas adapte´ au formalisme des faisceaux lisses, de
plus plus tard dans l’article nous devrons jongler entre site e´tale d’un espace de Berkovich et
site e´tale de l’espace rigide associe´, c’est pourquoi nous travaillons avec les sites quasi-e´tales
de´finis dans [5] (le site quasi-e´tale correspond au site e´tale de l’espace rigide et le site e´tale
au site e´tale surconvergent). Par contre la cohomologie a` support compact des espaces de
Berkovich sans bord (i.e. surconvergents sur leur corps de base) est plutoˆt bien adapte´e au
site e´tale. D’ou` les jonglages permanents entre sites e´tales et quasi-e´tales.
– Le chapitre 10 est consacre´ a` l’analogue pour les espaces rigides ge´ne´ralise´s.
Les re´sultats principaux. — Les chapitres 11 et 12 sont consacre´s a` la de´monstration des princi-
paux re´sultats de l’article. On y re´colte les re´sultats des chapitres pre´ce´dents pour les appliquer
aux tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.
Remerciements : L’auteur tient a` remercier Jean Franc¸ois Dat dont les travaux et les diverses
discussions que l’auteur a eues avec lui ont influence´ la forme de cet article, notamment le chapitre
11. Il remercie e´galement Ofer Gabber pour des discussions sur le sujet. Il apparaˆıtra comme clair
au lecteur que les travaux de Raynaud en ge´ome´trie rigide ont eu une forte influence sur l’auteur
ainsi que l’article [12] de Fujiwara dont l’auteur s’est largement inspire´.
1. Sche´mas formels π-adiques
On fixeOK un anneau de valuation de hauteur 1 et π un e´le´ment de OK de valuation strictement
positive. On ve´rifiera facilement que les de´finitions donne´es ne de´pendent pas du choix d’un tel π.
Tous les sche´mas formels conside´re´s seront suppose´s quasi-se´pare´s.
1.1. Rappels sur les sche´mas formels π-adiques. —
De´finition 1.1. — On appelle sche´ma formel π-adique (sous-entendu sur Spf(OK)) un sche´ma
formel Z sur Spf(OK) tel que πOZ soit un ide´al de de´finition de Z.
Soit la cate´gorie dont les objets sont (Spec(OK/πkOK))k≥1 et les fle`ches sont les morphismes
de re´duction modulo des puissances de π, Spec(OK/πkOK) →֒ Spec(OK/πlOK) pour k ≤ l :
Spec(OK/πOK)→ . . .→ Spec(OK/π
kOK)→ Spec(OK/π
k+1OK)→ . . .
On de´finit une cate´gorie fibre´e au dessus de cette petite cate´gorie en posant que la fibre sur
Spec(OK/πkOK) est la cate´gorie des sche´mas sur Spec(OK/πkOK). La cate´gorie des sche´mas
formels π-adiques est alors e´quivalente a` la limite projective de cette cate´gorie fibre´e (cf. [1]
expose´ 6 section 6.10 page 273 pour la notion de limite projective de cate´gories fibre´es).
Cela signifie que se donner un sche´ma formel π-adique est e´quivalent a` se donner une famille
(Zk)k≥1 ou` Zk est un Spec(OK/πkOK)-sche´ma munie d’isomorphismes Zk+1⊗OK/πkOK
∼
−−→ Zk
satisfaisant une condition de cocyle e´vidente (un sche´ma formel π-adique n’est rien d’autre qu’un
cas particulier d’ind-sche´ma). Le sche´ma formel associe´ a` une telle famille (Zk)k sera note´ lim
−→
k
Zk.
De´finition 1.2. — On dit que Z est sans π-torsion si le faisceau OZ l’est c’est a` dire OZ
×π
−−−→ OZ
est un monomorphisme.
Ainsi Z est sans π-torsion ssi ∀k ∈ N le sche´ma Z⊗OK/πkOK est plat sur Spec(OK/πkOK). On
en de´duit aussitoˆt que le sche´ma formel π-adique Z est sans π-torsion ssi il posse`de un recouvrement
affine (Spf(Ri))i∈I tel que ∀i Ri soit sans π-torsion. De plus on en de´duit que si X est un sche´ma
plat sur Spec(OK) alors son comple´te´ π-adique est sans π-torsion.
De´finition 1.3. — Une alge`bre π-adique est une OK-alge`bre se´pare´e comple`te pour la topologie
π-adique.
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Ainsi la cate´gorie des alge`bre π-adiques est e´quivalente a` celle des sche´mas formels π-adiques
affines.
1.2. Morphismes topologiquement de type fini. —
De´finition 1.4. — Un morphisme de sche´mas formels π adiques f : Y −→ X est dit localement
topologiquement de type fini si le morphisme induit X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK est localement
de type fini. Il est dit topologiquement de type fini s’il est de plus quasicompact.
Lemme 1.5. — Soit f : Y −→ X. Sont e´quivalents
– f est localement topologiquement de type fini
– Pour tous ouverts affines Spf(B) ⊂ Y, Spf(A) ⊂ X, tels que f(Spf(B)) ⊂ Spf(A) le morphisme
induit A −→ B fait de B une A-alge`bre topologiquement de type fini c’est a` dire isomorphe en
tant que A-alge`bre topologique a` A < T1, . . . , Tn > /I ou` A < T1, . . . , Tn > de´signe l’anneau
des se´ries formelles strictes, le comple´te´ π-adique de A[T1, . . . , Tn], et I est un ide´al ferme´
de A < T1, . . . , Tn >.
Les sche´mas formels π-adiques localement topologiquement de type fini sur Spf(OK) sont e´tudie´s
en de´tails dans [6] auquel on renvoie le lecteur.
De´finition 1.6 ([6]). — Les sche´mas formels π-adiques localement topologiquement de type fini
sur Spf(OK) sans π-torsion sont appele´s sche´mas formels admissibles.
1.3. Morphismes topologiquement de pre´sentation finie. — La notion qui suit n’a
d’inte´reˆt que pour les sche´mas formels sans π-torsion.
De´finition 1.7. — Soit f : X −→ Y un morphisme entre sche´mas formels π-adiques sans π-
torsion. Il sera dit localement topologiquement de pre´sentation finie si le morphisme de sche´mas
induit X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK est localement de pre´sentation finie. Il sera dit topologique-
ment de pre´sentation finie s’il est de plus quasicompact.
Lemme 1.8. — Soit f : X −→ Y un morphisme entre sche´mas formels π-adiques sans π-torsion.
Sont e´quivalents
– f est localement topologiquement de pre´sentation finie
– Pour tout ouvert affine Spf(B) ⊂ Y, Spf(A) ⊂ X, tels que f(Spf(B)) ⊂ Spf(A) le morphisme
induit A −→ B fait de B une A-alge`bre topologiquement de pre´sentation finie c’est a` dire
isomorphe en tant que A-alge`bre topologique a` A < T1, . . . , Tn > /I ou` I est un ide´al (sature´)
de type fini de A < T1, . . . , Tn >
– Pour tout k ≥ 1 le morphisme X⊗OK/πkOK −→ Y⊗OK/πkOK est de pre´sentation finie
Par exemple, si f : X −→ Y est un morphisme de pre´sentation finie entre sche´mas plats sur
Spec(OK) le morphisme induit entre les comple´te´s π-adiques est topologiquement de pre´sentation
finie.
D’apre`s les re´sultats de [6] un morphisme localement topologiquement de type fini entre sche´mas
formels admissibles est automatiquement localement de pre´sentation finie. Cette assertion est en
ge´ne´rale fausse pour les sche´mas formels plus ge´ne´raux que nous conside´rons.
1.4. Morphismes affines. —
De´finition 1.9. — Un morphisme de sche´mas formels π-adiques X −→ Y est dit affine si le
morphisme de sche´mas induit X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK l’est ou encore de fac¸on e´quivalente
si ∀k le morphisme de sche´mas induit X⊗OK/πkOK −→ Y⊗OK/πkOK l’est.
Ainsi si X est un sche´ma formel π-adique la cate´gorie des X-sche´mas formels π-adiques affines est
e´quivalente a` la cate´gories des faisceaux de OX-alge`bres A tels que l’application canonique A −→
lim
←−
k
A/πkA est un isomorphisme et ∀k A/πkA est une OX⊗OK/πkOK -alge`bre quasi-cohe´rente. A`
COMPARAISON DE LA COHOMOLOGIE DES DEUX TOURS 9
f : Z −→ X affine on associe la OX-alge`bre f∗OZ et dans l’autre sens a` A on associe le X-sche´ma
formel lim
−→
k
Spec(A/πkA).
La cate´gorie des X-sche´mas formels π-adiques sans π-torsion est donne´e par les OX-alge`bres A
sans π-torsion telles que A
∼
−−→ lim
←−
k
A/πkA et A/πA soit quasi-cohe´rente.
1.5. Morphismes finis. —
De´finition 1.10. — Un morphisme f : X −→ Y entre sche´mas formels π-adiques est fini si le
morphisme induit X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK l’est.
Le lemme qui suit n’est qu’une retranscription du lemme de Nakayama.
Lemme 1.11. — Sont e´quivalents pour f : X −→ Y
– f est fini
– Pour tout k ≥ 1 le morphisme X⊗OK/π
kOK −→ Y⊗OK/π
kOK est fini
– f est affine et pour tout ouvert affine Spf(A) ⊂ Y si f−1(Spf(A)) = Spf(B) alors A est un
B-module de type fini
Remarque 1.12. — Si A est une OK-alge`bre π-adique et B une A-alge`bre finie alors B est
comple`te pour la topologie π-adique. Mais on prendra garde a` ce que B n’est pas ne´cessairement
se´pare´e et n’est donc pas force´ment une alge`bre π-adique !
1.6. Morphismes topologiquement plats. —
De´finition 1.13. — Un morphisme f : X −→ Y entre sche´mas formels π-adiques sera dit
topologiquement plat si ∀k ≥ 1 le morphisme de sche´mas induit X⊗OK/πkOK −→ Y⊗OK/πkOK
l’est.
Par exemple X π-adique est topologiquement plat sur Spf(OK) ssi il est sans π-torsion.
Remarque 1.14. — On prendra garde qu’en ge´ne´ral si Spf(B) −→ Spf(A) est topologiquement
plat alors B n’est pas ne´cessairement une A-alge`bre plate. Par exemple il n’y a pas de raison pour
que si A est une alge`bre π-adique et f ∈ A le morphisme A −→ A < 1f > soit plat. Ne´anmoins,
d’apre`s [6], tout cela est vrai pour des sche´mas formels admissibles.
Lemme 1.15. — Un morphisme f : X −→ Y entre sche´mas formels π-adiques sans π-torsion
est topologiquement plat ssi le morphisme induit X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK est plat.
De´monstration. C’est une conse´quence du lemme 11.3.10.2 de EGA IV.
1.7. Limite projective dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques. —
Proposition 1.16. — Soit (I,≤) un ensemble ordonne´ co-filtrant et ((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j) un
syste`me projectif de sche´mas formels π-adiques tel que les morphismes de transition ϕij : Zi −→ Zj
soient affines. Alors lim
←−
i∈I
Zi existe dans la cate´gorie des spf(OK)-sche´mas formels et c’est un
sche´ma formel π-adiques e´gal a`
lim
−→
k∈N
lim
←−
i∈I
(Zi ⊗OK/π
kOK)
De´monstration. La de´monstration ne pose pas de proble`me. On renvoie au chapitre 8 de EGA
IV pour les limites projectives de sche´mas a` morphismes de transition affines.
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Exemple 1.17. — Si Zi = Spf(Ri) alors lim
←−
i
Spf(Ri) = Spf(R̂∞) ou` R∞ = lim
−→
i
Ri. Par ex-
emple si on conside`re la limite projective de reveˆtements de Ku¨mmer D ← · · · ← D ← . . . ou`
D = Spf(OK < T, T−1 >) et les morphismes de transition sont tous t 7→ tp alors
R̂∞ = {
∑
α∈Z[ 1
p
]
aαT
α | aα ∈ OK aα −→
|α|→+∞
0 aα −→
vp(α)→−∞
0 }
ou` aα → 0 signifie tendre vers 0 pour la topologie π-adique.
1.8. Adhe´rence “sche´matique” de la fibre ge´ne´rique. — Soit Z un sche´ma formel π-adique.
Notons pour tout k ≥ 1
Ik = lim
−→
i≥1
ker
(
OZ/π
kOZ
×πi
−−−→ OZ/π
k+iOZ
)
⊂ OZ/π
kOZ
un faisceau d’ide´aux quasicohe´rent sur Z⊗OK/π
k. Si Spf(R) ⊂ Z est un ouvert affine et I = {x ∈
R | ∃i ≥ 1 πix = 0} alors
Ik = (I + π
kR/πkR)˜
ou` le tilda signifie “le faisceau quasicohe´rent associe´”. Notons alors
Zk = V (Ik) ⊂ Z⊗OK/π
kOK
On a donc
Zk+1 ⊗OK/π
kOK = Zk
Notons alors
Z′ = lim
−→
k
Zk
un sche´ma formel π-adique. Si Spf(R) est un ouvert affine de Z et I est l’ide´al des e´le´ments de
π∞-torsion comme pre´ce´demment alors l’ouvert correspondant de Z′ est Spf(R/I) ou` I de´signe
l’adhe´rence de I pour la topologie π-adique.
Lemme 1.18. — Le sche´ma formel π-adique Z′ est sans π-torsion. De plus l’immersion ferme´e
Z′ →֒ Z est telle que pour tout sche´ma formel π-adique sans π-torsion Y tout morphisme Y −→ Z
se factorise de fac¸on unique via Z′ →֒ Z.
De´monstration. Elle ne pose pas de proble`me particulier.
De´finition 1.19. — Par abus de terminologie on appellera Z′ l’adhe´rence sche´matique de la fibre
ge´ne´rique de Z. On notera Zadh = Z′.
Le foncteur adhe´rence de la fibre ge´ne´rique de´finit donc un adjoint a` droite a` l’inclusion de la
cate´gorie des sche´mas formels π-adiques sans π-torsion dans celle des sche´mas formels π-adiques.
En particulier les produits fibre´s existent dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques sans
π-torsion ; il suffit de prendre l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique du produit fibre´ usuel
en tant que sche´mas formels.
Remarque 1.20. — Lorsque X est admissible d’apre`s les re´sultats de [6] (tout ide´al sature´ dans
une OK-alge`bre topologiquement de type fini est de type fini donc ferme´) Xadh s’obtient en tuant
la π∞-torsion dans OX. Cela est faut en ge´ne´ral, il faut quotienter par l’adhe´rence π-adique de la
π∞-torsion.
Remarque 1.21. — – Le sche´ma formel Zadh est quasise´pare´ car Zadh ⊗ OK/πOK est un
sous-sche´ma ferme´ de Z⊗OK/πOK .
– Si U ⊂ Z est un ouvert alors Uadh = U ×Z Zadh
– Si Y −→ X est un morphisme de sche´mas formels π-adiques alors Yadh = (Y×X Xadh)adh
Plus ge´ne´ralement que le second point de la remarque pre´ce´dente on a le lemme qui suit dont
la de´monstration est imme´diate.
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Lemme 1.22. — Soit Y −→ X un morphisme topologiquement plat entre sche´mas formels π-
adiques. Alors
Yadh = Y×X X
adh
1.9. E´clatements formels admissibles. —
1.9.1. De´finition et premie`res proprie´te´s. —
De´finition 1.23. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion et I ⊂ OZ un ide´al tel que
localement sur Z ∃N ∈ N πNOZ ⊂ I et I/πNOZ est quasi-cohe´rent de type fini. Un tel ide´al
est dit admissible. On appelle e´clatement formel admissible de I le Z-sche´ma formel π-adique
topologiquement de type fini
Z˜ = lim
−→
k
Proj
⊕
i≥0
Ii/πkIi

Proposition 1.24. — Avec les notations de la de´finition pre´ce´dente
– si Spf(R) ⊂ Z est un ouvert affine et I = Γ(Spf(R), I) alors Z˜|Spf(R) s’identifie au comple´te´
π-adique de l’e´clatement de l’ide´al I˜ de Spec(R)
– Z˜ est sans π-torsion
– si ϕ : Z˜ −→ Z alors O
Z˜
.ϕ−1I est localement libre de rang un
– Z˜ satisfait a` la proprie´te´ universelle suivante : pour tout Z-sche´ma formel π-adique sans
π-torsion Y
ψ
−−→ Z tel que OY.ψ−1I soit localement libre de rang un il existe un unique
Z-morphisme Y −→ Z˜
De´monstration. La premie`re assertion de´coule de la de´finition de l’e´clatement formel admissible
et du fait que les “Proj” commutent aux changements de bases (EGA II 2.8.10).
La seconde re´sulte de la premie`re car Spec(R) e´tant sans π-torsion l’e´clatement de l’ide´al I˜
l’est aussi (l’image re´ciproque d’un ouvert sche´matiquement dense par un e´clatement reste
sche´matiquement dense) et donc son comple´te´ π-adique est encore sans π-torsion.
La troisie`me re´sulte e´galement de la premie`re. En effet, sur l’e´clate´ de I˜ dans le sche´ma Spec(R)
l’ide´al I˜ devient localement libre de rang un. Il est donc localement principal sur le comple´te´
π-adique de ce sche´ma. Donc I devient localement principal sur Z˜. Mais e´tant donne´ que I
contient localement une puissance de π et que Z˜ est sans π-torsion I est localement libre de rang
un sur Z˜.
La dernie`re assertion re´sulte aise´ment de son homologue pour les sche´mas (et de la premie`re
assertion).
Remarque 1.25. — Soit Z = Spf(R) π-adique sans π-torsion et I un ide´al admissible de OZ.
Il y a alors un ide´al I = (f1, . . . , fn) de R contenant une puissance de π tel que I soit l’image
re´ciproque de l’ide´al quasi-cohe´rent ˜(I/πNOZ) dans OZ pour N >> 0. La description donne´e dans
le lemme 2.2 de [6] de Z˜ lorsque Z est topologiquement de type fini sur OK est en ge´ne´ral fausse.
On a en fait la description suivante :
Z˜ =
n⋃
i=1
Ui
ou` Ui = Spf(Ai) est un ouvert affine tel que si
Bi = R < T1, . . . , T̂i, . . . , Tn > /(Tjfi − fj)1≤j≤n,j 6=i
et B′i = Bi/Ji avec Ji = {b ∈ Bi | ∃k π
kb = 0} alors Ai est le se´pare´ de B′i, Ai = B
′
i/ ∩k≥0 π
kB′i
ou encore Ai = Bi/Ji ou` Ji est l’adhe´rence π-adique de Ji.
Remarque 1.26. — Si X′ −→ Spf(A) est un e´clatement formel admissible et si A est topologique-
ment de type fini sur Spf(OK) alors Γ(X′,OX′)[
1
π ] = A[
1
π ] (the´ore`me d’acyclicite´ de Tate qui lorsque
OK est de valuation discre`te re´sulte du the´ore`me de changement de changement de base propre
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formel en cohomologie cohe´rente de EGA III). Mais pour les sche´mas formels plus ge´ne´raux que
nous conside´rons il n’y a pas de raison pour que cela soit vrai.
Lemme 1.27. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion et I ⊂ OZ un ide´al admissible.
– I est localement libre de rang un ssi il est localement principal
– si (πN ) ⊂ I, I est localement principal ssi I/πN+1OZ l’est
En particulier si (πN ) ⊂ I, un morphisme ψ : Y −→ Z se rele`ve a` l’e´clatement de I ssi
(OY.ψ
−1I)/πN+1OY est localement principal.
De´monstration. La de´monstration ne pose pas de proble`me.
Lemme 1.28. — Soit Z comme pre´ce´demment. Soient I1, I2 deux ide´aux admissibles. Soit Z˜
l’e´clatement formel de I1. Alors l’e´clatement formel admissible de I1.I2 s’identifie a` l’e´clatement
formel admissible de l’image re´ciproque de I2 a` Z˜.
De´monstration. On peut soit le ve´rifier directement sur la de´finition de l’e´clatement formel
admissible, soit en utilisant la proprie´te´ universelle des e´clatements formels puisque si A est un
anneau sans π-torsion et I, J deux ide´aux de type fini de A contenant une puissance de π alors
IJ inversible ⇐⇒ I et J sont inversibles.
Lemme 1.29. — Le compose´ de deux e´clatements formels admissibles d’un sche´ma formel π-
adique sans π-torsion quasicompact est un e´clatement formel admissible.
De´monstration. On ve´rifie que la de´monstration de la proposition 2.5 de [6], qui repose elle
meˆme sur le lemme 5.1.4 de [22], fonctionne en toute ge´ne´ralite´ (on utilise l’hypothe`se faite de`s le
de´but que tous nos sche´mas formels sont quasi-se´pare´s).
Lemme 1.30. — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion quasicompact et U ⊂ X un
ouvert quasicompact. Alors tout e´clatement formel admissible de U s’e´tend en un e´clatement formel
admissible de X.
De´monstration. La de´monstration du lemme 2.6. de [6] s’applique.
Lemme 1.31. — Soit ϕ : Z˜ −→ Z un e´clatement formel admissible. Alors ϕ est surjectif au
niveau des fibres spe´ciales.
De´monstration. Par de´finition de l’e´clatement formel admissible le morphisme induit en fibre
spe´ciales Z˜ ⊗ OK/πOK −→ Z ⊗ OK/πOK est propre. Son image est donc ferme´e. Soit U ⊂ Z
l’ouvert comple´mentaire de l’image. Alors ϕ−1(U) −→ U est l’e´clatement formel admissible de
I|U . Il suffit donc de voir que pour un e´clatement formel admissible comme dans l’e´nonce´ Z˜ 6= ∅.
Soit donc Spf(R) ⊂ Z un ouvert affine non-vide et f : X −→ Spec(R) l’e´clatement de l’ide´al
Γ(Spf(R), I) dans Spec(R). D’apre`s la proposition 1.24 ϕ−1(Spf(R)) s’identifie au comple´te´ π-
adique X̂ de X . Mais si X̂ = ∅ on a X = X ⊗OK K. Or le morphisme f : X −→ Spec(R) est
propre et est un isomorphisme en fibre ge´ne´rique : X ⊗ K
∼
−−→ Spec(R[ 1π ]). Donc si l’on avait
X̂ = ∅ alors f(X) = Spec(R[ 1π ]) ⊂ Spec(R) qui serait donc ouvert/ferme´ dans Spec(R) ce qui est
impossible car R est π-adique sans π-torsion.
1.9.2. Transforme´e stricte. — Soit ϕ : Y −→ Z un morphisme de sche´mas formels π-adiques sans
π-torsion. Soit I ⊂ OZ un ide´al admissible. Notons Z˜ −→ Z l’e´clatement formel admissible associe´.
De´finition 1.32. — On appelle transforme´ strict de Y relativement a` l’e´clatement Z˜ −→ Z
l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique de Y×Z Z˜.
Proposition 1.33. — Le transforme´ strict de Y s’identifie a` l’e´clatement formel admissible de
l’ide´al OY.ϕ−1I.
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De´monstration. Notons X le transforme´ strict et Y˜ l’e´clatement formel de OY.ϕ−1I. Puisqu’il
y a une factorisation Y×Z Z˜ −→ Z˜ −→ Z l’image re´ciproque a` Y×Z Z˜ de l’ide´al I est localement
principal. Donc, puisque cet ide´al est admissible, il devient localement libre de rang un sur X →֒
Y×Z Z˜ (lemme 1.27). D’apre`s la proprie´te´ universelle de Y˜ il y a donc un morphisme
X −→ Y˜
Construisons un morphisme dans l’autre sens. D’apre`s la proprie´te´ universelle de Z˜ le morphisme
Y˜ −→ Z s’e´tend en un morphisme Y˜ −→ Z˜. Il fournit donc un morphisme
Y˜ −→ Y×Z Z˜
Mais graˆce a` la proprie´te´ caracte´risant l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique se morphisme
se factorise en un morphisme
Y˜ −→ X
On ve´rifie alors facilement que les deux morphismes pre´ce´dents sont inverses l’un de l’autre.
Exemple 1.34. — Si X′ −→ X est l’e´clatement formel admissible de l’ide´al I1 et X′′ −→ X celui
de I2 alors (X′ ×X X′′)adh est l’e´clatement formel admissible de I1.I2.
1.9.3. Commutation a` la limite projective. — Soit (I,≤) un ensemble ordonne´ cofiltrant et
((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j) un syste`me projectif de sche´mas formels π-adiques sans π-torsion tel que les
morphismes de transition ϕij soient affines. Soit i0 ∈ I fixe´ et I un ide´al admissible de OZi0 .
Notons pour i ≥ i0 Z˜i l’e´clatement formel de l’image re´ciproque de I. On a donc un syste`me
projectif (Z˜i)i∈I . D’apre`s la proposition 1.33 les morphismes de transition de cette tour sont
affines.
Proposition 1.35. — La limite projective lim
←−
i≥i0
Z˜i co¨ıncide avec l’e´clatement formel de l’image
re´ciproque a` lim
←−
i
Zi de I.
De´monstration. Il suffit d’utiliser les proprie´te´s universelles des e´clatement et limites projectives
pour construire deux morphismes inverses l’un de l’autre.
2. La topologie des ouverts admissibles
2.1. La cate´gorie des ouverts admissibles. —
De´finition 2.1. — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion quasicompact. Soit EcX la
cate´gorie dont les objets sont les e´clatements formels admissibles de X et les morphismes sont les
morphismes de X-sche´mas formels.
On note OEcX la cate´gorie fibre´e au dessus de EcX telle que
– la fibre au dessus de (X′ −→ X) ∈ Ob(EcX) est la cate´gorie des ouverts quasicompacts de X′
munie des morphismes donne´s par l’inclusion
– le foncteur “changement de base” associe´ a` un morphisme X′ //
  A
AA
AA
X′′
~~||
||
|
X
dans EcX est le
foncteur image re´ciproque d’un ouvert de X′′ a` X′
On notera souvent (U ⊂ X′ −→ X) un objet de OEcX ou` U est un ouvert quasicompact de
l’e´clatement X′ de X.
D’apre`s le lemme 1.28 la cate´gorie EcX est cofiltrante. Plus pre´cise´ment, e´tant donne´s deux objets de
EcX il existe au plus un morphisme entre deux tels objets et si X′
  A
AA
AA
X′′
~~||
||
|
X
est un diagramme
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d’e´clatements alors (X′ ×X X′′)adh domine ce diagramme. Ainsi la cate´gorie EcX est la cate´gorie
associe´e a` un ensemble ordonne´e dans lequel toute partie finie posse`de une borne supe´rieure.
De´finition 2.2. — On note AdX la cate´gorie lim
−→
EcX
OEcX (cf. section 6 de l’expose´ VI de SGA4
tome 2 [13]). Il s’agit de la cate´gorie des ouverts admissibles quasicompacts.
Le lemme qui suit donne une de´finition concre`te de AdX.
Lemme 2.3. — Les objets de AdX sont les ouverts quasicompacts des e´clatements formels ad-
missibles de X. Si X′
  A
AA
AA
X′′
~~||
||
|
X
est un diagramme d’e´clatements, U ⊂ X′ et V ⊂ X′′ sont deux
tels ouverts, si (X′ ×X X′′)adh de´signe l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique de X′ ×X X′′
(X′ ×X X′′)adh
q
''OO
OOO
OOOp
wwppp
ppp
pp
X′ X′′
on a HomAdX(U ,V) 6= ∅ ssi p
−1(U) ⊂ q−1(V) et si c’est le cas alors cet ensemble d’homomor-
phismes est constitue´ d’un seul e´le´ment.
De´monstration. Tout e´clatement dominant X′ et X′′ se factorise de fac¸on unique par (X′ ×X
X′′)adh. Par de´finition de la cate´gorie limite inductive il suffit alors de voir que si X′′′
h
−−→ (X′ ×X
X′′)adh est tel que h−1(p−1(U)) ⊂ h−1(q−1(V)) alors p−1(U) ⊂ q−1(V). Mais cela re´sulte de la
surjectivite´ des morphismes induits par les e´clatements au niveau des fibres spe´ciales c’est a` dire
le lemme 1.31.
2.2. La topologie et le topos admissible. —
De´finition 2.4. — Soit Z un sche´ma formel π-adique. On note |Z|qc la pre´topologie des ouverts
quasicompacts de Z dont les recouvrements sont les recouvrements usuels par un nombre fini
d’ouverts. Pour U ⊂ Z un ouvert quasicompact on note Cov|Z|qc(U) ces recouvrements.
Remarque 2.5. — Pour ve´rifier que |Z|qc ve´rifie bien les axiomes d’une pre´topologie il faut
utiliser le fait que Z est quasi-se´pare´ (hypothe`se faite sur tous nos sche´mas formels).
Remarque 2.6. — Si |Z| de´signe la topologie usuelle il y a un foncteur pleinement fide`le continu
|Z|qc −→ |Z| qui induit une e´quivalence de topos |Z|˜
∼
−−→ |Z|˜qc puisque les ouverts quasicompacts
forment une famille ge´ne´ratrice de la topologie de |Z| (il s’agit d’une simple application du “lemme
de comparaison”, le the´ore`me 4.1 de SGA4 tome 1 expose´ III).
Les familles
OEcX ∋ (U ⊂ X
′ −→ X) 7−→ Cov|X′|qc(U)
satisfont aux hypothe`ses du paragraphe 8.3. de [13] et de´finissent donc d’apre`s la proposition 8.3.6
de cet expose´ une pre´topologie sur AdX appele´e pre´topologie admissible.
Concre`tement on ve´rifie avec les de´finitions de l’expose´ 6 de SGA4 que
Lemme 2.7. — Soit (U ⊂ X′ −→ X) ∈ Ob(AdX) un ouvert admissible quasicompact. Alors les
recouvrements de U pour la pre´topologie admissible sont les familles de morphismes vers U dans
AdX isomorphes aux familles finies (Vi)i∈I d’ouverts quasicompacts d’un e´clatement X′′ −→ X
dominant X′ −→ X, X′′
h
−−→ X′ −→ X, telles que
h−1(U) =
⋃
i∈I
Vi
De fac¸on encore plus concre`te on a
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Lemme 2.8. — Soit (U ⊂ X′ −→ X) ∈ ObAdX un ouvert admissible quasicompact. Les recou-
vrements de U pour la pre´topologie admissibles sont les familles finies (Vi ⊂ X′′i −→ X)i∈I telles
que si Y de´signe l’adhe´rence de la fibre ge´ne´rique de X′ ×X (×X
i∈I
X′′i ) (la borne supe´rieure de tous
les e´clatements pre´ce´dents)
Y
p
 

 qi
@
@@
@@
X′ X
′′
i
alors p−1(U) =
⋃
i∈I q
−1
i (Vi).
De´monstration. Il suffit d’utiliser le lemme pre´ce´dent couple´ au fait que les e´clatements sont
surjectifs en fibre spe´ciale (lemme 1.31) qui implique qu’une famille d’ouverts Zariski recouvre un
ouvert donne´ ssi c’est le cas apre`s un e´clatement.
2.3. Le topos admissible. — Soit pour tout (X′ −→ X) ∈ EcX le topos |X′ |˜ = |X′ |˜qc. Si
X′′
!!B
BB
h // X′
~~}}}
X
est un morphisme dans EcX il y a alors un morphisme de topos
(h∗, h∗) : |X
′′ |˜ −→ |X′ |˜
Lorsque X′ varie cela donne naissance a` un topos fibre´ au dessus de la petite cate´gorie EcX, au
sens de l’expose´ VI de SGA 4.
De´finition 2.9. — On note (Xrig )˜ le topos limite projective
lim
←−
(X′−→X)∈EcX
|X′ |˜
au sens de la section 8 de l’expose´ VI de SGA 4. On l’appelle topos rigide admissible de X.
D’apre`s le the´ore`me 8.2.9 de [13] ce topos s’identifie a` la cate´gorie limite projective
lim
←−
(X′−→X)∈EcX
|X′ |˜
ou` les morphismes de transition sont pour h : X′′ −→ X′ un morphisme entre e´clatements le
morphisme h∗ : |X′′ |˜ −→ |X′ |˜ . Concre`tement un objet de ce topos est un syste`me de faisceaux
(FX′)X′∈EcX ∈
∏
X′∈EcX
|X′ |˜ muni d’isomorphismes ∀h : X′′ −→ X′
αh : h∗FX′′
∼
−−→ FX′
ve´rifiant une condition de cocyle e´vidente.
Exemple 2.10. — Si X est topologiquement de type fini sur Spf(OK) alors d’apre`s le the´ore`me
d’acyclicite´ de Tate ce topos est muni d’un “faisceau structural” OXrig dont la “composante” sur
l’e´clatement X′ est le faisceau OX′ [
1
π ] ∈ |X
′ |˜ . En ge´ne´ral pour des X avec lesquels nous travaillons
cela est faux (cf. remarque 1.26). Plus ge´ne´ralement, toujours si X est topologiquement de type
fini sur Spf(OK), si F est un faisceau cohe´rent sur X alors (h : X′ −→ X) 7→ h∗F [
1
π ] de´finit un
faisceau cohe´rent de OXrig -modules sur (X
rig )˜ .
Proposition 2.11. — Le topos (Xrig )˜ s’identifie au topos des faisceaux sur AdX muni de la
topologie admissible.
De´monstration. C’est une conse´quence des re´sultats de la section 8.3 de [13].
16 LAURENT FARGUES
2.4. Topos limite projective contre topos total. — On renvoie a` la section 8.5 de [13] pour
les ge´ne´ralite´s concernant le lien entre une limite projective de topos fibre´ et son topos total.
Traduisons les re´sultats de cette section 8.5 de [13] dans le cas du topos rigide admissible.
De´finition 2.12. — Soit le topos fibre´ sur la cate´gorie EcX qui a` (X
′ −→ X) ∈ EcX associe |X
′ |˜ .
On note TXrig le topos total associe´.
Concre`tement TXrig est la cate´gorie des (F(X′→X)) ∈
∏
(X′→X)∈EcX
|X′ |˜ munis de morphismes
∀ X′′
h //
!!B
BB
X′
~~}}}
X
αh : FX′→X −→ h∗F(X′′→X)
ve´rifiant une certaine condition de cocyle. Compare´ au topos limite projective on relaˆche donc la
condition pour αh d’eˆtre un isomorphisme. Il y a un morphisme de topos
Q : (Xrig )˜ −→ TXrig
tel que
Q∗
(
(F(X′→X)), (αh)
)
=
(
(F(X′→X)), (αh)
)
Voici une description du foncteur image re´ciproque
Lemme 2.13. — Soit F =
(
(F(X′→X)), (αh)
)
∈ TXrig . Alors Q
∗F =
(
(G(X′→X)), (βh)
)
ou`
G(X′→X) = lim
−→
(X′′
h−−→X′)
h∗F(X”→X)
De´monstration. Il s’agit d’une application de la proposition 8.5.3 de [13] (pour tout h : X′′ −→
X′ h∗ : |X
′′ |˜ −→ |X′ |˜ commute aux petites limite projectives filtrantes (d’apre`s le the´ore`me 5.1
de [13], h e´tant un morphisme cohe´rent).
Exemple 2.14. — Il y a un faisceaux de OK-alge`bresA de´fini par ((X′ −→ X) 7−→ OX′) ∈ TXrig .
Alors Q∗A est le faisceau sur (Xrig )˜ qui a` un ouvert admissible (U ⊂ X′ −→ X) associe
lim
−→
(U ′→U)∈EcU
Γ(U ′,OU ′)
Il s’agit du faisceau associe´ au pre´faisceau qui a` un ouvert admissible (U ⊂ X′ −→ X) associe
Γ(U ,OU ). Lorsque X est topologiquement de type fini sur Spf(OK) OXrig := A[
1
π ] est le faisceau
structural de l’espace rigide (qui d’apre`s la remarque 2.10 se de´finit sans Q∗, c’est de´ja` un faisceau
sur la limite projective) tandis que A est le sous-faisceau O+
Xrig
des fonctions rigides de normes
infini ≤ 1 (cf. [17] dans le contexte des espaces adique). Ainsi lorsque X n’est pas force´ment
topologiquement de type fini sur Spf(OK) et que le the´ore`me d’acyclicite´ de Tate n’est pas ve´rifie´
le faisceau A[ 1π ] de´finit un faisceau structural sur (X
rig )˜ qui d’apre`s le lemme pre´ce´dent s’obtient
en “forc¸ant” le the´ore`me d’acyclicite´ de Tate.
2.5. Fonctorialite´ de la topologie et du topos admissible. —
2.5.1. Espaces rigides. —
De´finition 2.15. — On appelle cate´gorie des espaces rigides quasicompacts le localise´ de la
cate´gorie des sche´mas formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts relativement aux fle`ches
donne´es par les e´clatements formels admissibles.
Si X, Y sont deux sche´mas formels π-adiques sans π-torsion on note Xrig l’objet associe´ dans
la cate´gorie des espaces rigides.
On ve´rifie graˆce aux proprie´te´s des e´clatements formels admissibles que cet ensemble de fle`ches
permet un calcul des fractions a` gauche. On a donc
Hom(Xrig,Yrig) = lim
−→
(X′→X)∈EcX
Hom(X′,Y)
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Exemple 2.16. — Le foncteur EcX −→ (Espaces rigides/Xrig) qui a` (U ⊂ X′ −→ X) associe
Urig −→ Xrig est pleinement fide`le. Cela re´sulte du lemme 1.30. Cela permet de voir la cate´gorie
des ouverts admissibles quasicompacts de X comme une sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie
(Espaces rigides/Xrig).
Remarque 2.17. — Pour les espaces non-quasicompacts la bonne de´finition de la cate´gorie des
espaces rigides (quasise´pare´s) n’est pas le localise´ de la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques
sans π-torsion relativement aux e´clatements formels admissibles. Si X est un tel sche´ma formel non-
quasicompact il faut voir l’espace rigide associe´ a` X comme un faisceau sur le gros site admissible
limite inductive lim
−→
U⊂X
Urig ou` U parcourt les ouvert quasicompacts de X.
2.5.2. Fonctorialite´ en les sche´mas formels. — Soit f : Y −→ X un morphisme de sche´mas
formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts. Les sche´mas formels X et Y e´tant quasise´pare´s
quasicompacts un tel morphisme est quasicompact. Il induit un foncteur
Ec(f) : EcX −→ EcY
qui a` l’e´clatement (X′ −→ X) associe le transforme´ strict de Y c’est a` dire (Y×X X′)adh.
Il induit e´galement un morphisme carte´sien de cate´gories fibre´s
OEcX
OEc(f) //

OEcY

EcX
Ec(f) // EcY
qui en fait un morphisme de sites fibre´s lorsqu’on munit les fibres de la topologie des ouverts
Zariski quasi-compacts (cf. section pre´ce´dente). Il induit donc par passage a` la limite inductive un
morphisme de sites
Ad(f) : AdY −→ AdX
entre les sites admissibles de X et Y. D’ou` un morphisme de topos
(f∗, f∗) : (Y
rig )˜ −→ (Xrig )˜
qui est le morphisme de topos induit par passage a` la limite projective entre les topos fibre´s au
dessus de EcY et EcX.
2.5.3. Fonctorialite´ en les espaces rigides. —
Proposition 2.18. — Soit f : X′ −→ X un e´clatement formel admissible. Alors Ad(f) :
AdX′ −→ AdX, resp. (f∗, f∗) : (X′rig )˜ −→ (Xrig )˜ , est une e´quivalence de sites, resp. de topos.
De´monstration. Tout a e´te´ fait pour puisque la sous-cate´gorie pleine EcX′ ⊂ EcX est co-finale.
Corollaire 2.19. — Le site admissible et le topos admissible sont “fonctoriels” dans la cate´gorie
des espaces rigides quasicompacts : pour X un espace rigide quasicompact on peut de´finit |X |˜ son
topos admissible, son site des ouverts admissibles quasicompacts AdX et un morphisme d’espaces
rigides induit un morphismes de topos et de sites.
2.6. Commutation des topos admissible a` la limite projective. — Soit (I,≤) un ensemble
ordonne´ cofiltrant et (Xi)i∈I un syste`me projectif de sche´mas formels π-adiques sans π-torsion
quasicompacts tel que les morphismes de transition ∀i ≥ j ϕij : Xi −→ Xj soient affines. Soit
X∞ = lim
←−
i∈I
Xi
(cf. section 1.7).
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2.6.1. Rigidite´ des e´clatements. —
Lemme 2.20. — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion, Y un X-sche´ma formel π-
adique sans π-torsion et X′ −→ X l’e´clatement formel admissible d’un ide´al I tel que πNOX ⊂ I.
Alors l’application de re´duction modulo πN+1
HomX(Y,X
′)
∼
−−→ HomX⊗OK/πN+1(Y⊗OK/π
N+1,X′ ⊗OK/π
N+1)
est une bijection.
De´monstration. C’est une conse´quence du lemme 1.27 puisque si f : Y −→ X alors HomX(Y,X′)
est non-vide ssi l’ide´al OY.f−1I/πN+1OY est localement principal, et si c’est le cas HomX(Y,X′)
est constitue´ d’un seul e´le´ment.
2.6.2. De´comple´tion des e´clatements et des morphismes entre eux. —
Proposition 2.21. — 1. Soit X′∞ −→ X∞ un e´clatement formel admissible. Il existe alors
i0 ∈ I et un e´clatement formel admissible X′i0 −→ Xi0 tel que
X′∞ = lim←−
i≥i0
(X′i0 ×Xi0 Xi)
adh
ou` (X′i0 ×Xi0 Xi)
adh de´signe le transforme´ strict de Xi −→ Xi0 .
2. Soit
X′∞
""E
EE
E
f∞

X∞
X′′∞
<<yyyy
un morphisme entre e´clatements. Il existe alors i0 ∈ I et un morphisme entre e´clatements
X′i0
!!C
CC
C
fi0

Xi0
X′′i0
=={{{{
tel que X′i0 −→ Xi0 , resp. X
′′
i0 −→ Xi0 , induise l’e´clatement X
′
∞ −→ X∞, resp. X
′′
∞ −→ X∞,
au sens du point pre´ce´dent et fi0 induise f∞.
De´monstration. De´montrons le premier point. Soit I∞ ⊂ OX∞ l’ide´al admissible de´finissant
l’e´clatement X′∞ −→ X∞. Soit N ∈ N tel que π
NOX∞ ⊂ I∞. E´tant donne´ que l’ide´al I∞/π
NOX∞
est de type fini, X∞ quasicompact, X∞ ⊗OK/π
NOK = lim
←−
i∈I
Xi ⊗OK/π
NOK , il existe i0 ∈ I et
un ide´al Ii0 admissible de OXi0 tel que π
NOXi0 ⊂ Ii0 et
OX∞ .Ii0 = I∞
Le premier point re´sulte alors de la proposition 1.35.
De´montrons le second point. On peut appliquer la proposition 2.20, ou reprendre sont argument
ce que nous faisons. Soient I∞, resp. J∞, les ide´aux admissibles de´finissant X′∞ −→ X∞, resp.
X′′∞ −→ X∞. Supposons que π
NOX∞ ⊂ I∞ et π
NOX∞ ⊂ J∞. Soient i1 ∈ I, Ii1 ⊂ OXi1 , resp.
Ji1 ⊂ OXi1 , tels que I∞ = OX∞ .Ii1 , resp. J∞ = OX∞ .Ji1 , comme dans le point pre´ce´dent.
Pour i ≥ i1 soit X′i −→ Xi, resp. X
′′
i −→ Xi, l’e´clatement de l’ide´al OXi .Ii1 , resp. OXi .Ji1 . Il existe
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un morphisme fi
X′i
  A
AA
A
fi




Xi
X′′i
>>}}}}
ssi OX′i .Ji = OX′i .Ji1 est localement libre de rang un (et si un tel morphisme existe il
est unique et induit ne´cessairement f∞). Mais d’apre`s le lemme 1.27 cela est e´quivalent
a` ce que OX′
i
.Ji1/π
N+1OX′
i
soit localement principal. Or l’existence de f∞ implique que
lim
−→
i≥i1
OX′i .Ji1/π
N+1OX′i est localement principal. L’ide´al Ji1/π
N+1OXi1 e´tant de type fini et
X′∞ quasicompact on en de´duit l’existence de i0 ≥ i1 tel que OX′i0
.Ji1/π
N+1OX′i0
soit princi-
pal.
Corollaire 2.22. — Soit P la cate´gorie fibre´e au dessus de I de fibre en i ∈ I EcXi et telle que
pour i ≥ j le foncteur “changement de base” EcXj −→ EcXi soit l’application “transforme´e strict”.
Alors le foncteur naturel
lim
−→
I
P −→ EcX∞
de´fini par la proposition 1.35 induit une e´quivalence de cate´gories.
2.6.3. La limite inductive des ouverts admissibles quasicompacts sont les ouverts admissibles qua-
sicompacts de la limite projective. — Reprenons les notations de la section pre´ce´dente.
Lorsque i varie dans I les cate´gories des ouverts admissibles AdXi forment une cate´gorie fibre´e
sur I.
On s’inte´resse a` la cate´gorie
lim
−→
i∈I
AdXi = lim
−→
i∈I
lim
−→
(X′→X)∈EcXi
|X′|qc
Pour cela introduisons la cate´gorie C sont les objets sont les couples (i,X′i −→ Xi) ou` i ∈ I et
(X′ −→ Xi) ∈ EcXi et les morphismes sont les diagramme commutatifs pour i −→ j
X′i
//

X′j

Xi // Xj
ou de fac¸on e´quivalente un Xi-morphisme de X
′
i vers (Xi ×Xj X
′
j)
adh. Il re´sulte de cette dernie`re
description que cette cate´gorie est rigide et on ve´rifie aise´ment qu’elle est cofiltrante. Soit la
cate´gorie fibre´e D au dessus de C de´finit par la fibre au dessus de (i,X′i −→ Xi) est |X
′
i|qc la
cate´gorie des ouverts quasicompacts de X′i et les foncteurs de “changement de base” entre fibres
sont les foncteurs e´vidents. Alors
lim
−→
i∈I
AdXi = lim
−→
C
D
Pour tout i ∈ I il y a un foncteur e´vident
AdXi −→ AdX∞
qui induit un foncteur carte´sien de la cate´gorie fibre´e des AdXi lorsque i varie vers la cate´gorie
fibre´e I × AdX∞ et donc d’apre`s la proprie´te´ universelle des limites inductives (SGA 5 expose´ 6
proposition 6.2) un foncteur
lim
−→
i∈I
AdXi −→ AdX
De meˆme il y a un foncteur carte´sien
D −→ C ×AdX∞
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d’ou` un foncteur
lim
−→
C
D −→ AdX∞
compatible a` l’identification pre´ce´dente de lim
−→
i∈I
AdXi = lim
−→
C
D.
Proposition 2.23. — Le foncteur lim
−→
i∈I
AdXi = lim
−→
C
D −→ AdX∞ induit une e´quivalence de
cate´gories.
De´monstration. La de´monstration re´sulte facilement de la description concre`te de la cate´gorie
limite inductive, de la proposition 2.22 et du lemme qui suit.
Lemme 2.24. — Soit (Zi)i∈I un syste`me projectif de sche´mas quasicompacts quasise´pare´s dont
les morphismes de transition sont affines et Z∞ = lim
←−
ı∈I
Zi. On a alors une e´quivalence de
cate´gories lim
−→
i∈I
|Zi|qc
∼
−−→ |Z∞|qc.
2.6.4. La limite inductive des sites admissibles est le site admissible de la limite projective. —
Lorsque i varie les AdXi munis de leur site admissible forment un site fibre´. De plus la famille de
pre´topologies sur les AdXi satisfont aux hypothe`ses de la section 8.3 de [13] et de´finissent donc
d’apre`s la proposition 8.3.6 de [13] une pre´topologie sur lim
−→
i∈I
AdXi .
Du point de vue du site fibre´ D introduit dans la section pre´ce´dente, lorsque (i,X′i −→ X) ∈
Ob(C) varie la pre´topologie |X′i|qc satisfait aux hypothe`ses de la section 8.3 de [13] et de´finit donc
une pre´topologie sur lim
−→
C
D. Via l’identification entre lim
−→
i∈I
AdXi et lim
−→
C
D ces deux pre´topologies
co¨ıncident.
Proposition 2.25. — L’e´quivalence de cate´gories la proposition 2.23 induit une e´quivalence en-
tre la limite inductive des sites admissibles AdXi et le site admissible AdX∞ . Plus pre´cise´ment
les pre´topologies de´finies pre´ce´demment sur ces deux cate´gories co¨ıncident via cette e´quivalence de
cate´gories.
De´monstration. Il suffit d’utiliser la description concre`te des recouvrements pour la pre´topologie
donne´e par le lemme 2.8 couple´ au lemme qui suit.
Lemme 2.26. — Soit (Zi)i∈I un syste`me projectif de sche´mas quasicompacts quasise´pare´s dont
les morphismes de transition sont affines et Z∞ = lim
←−
ı∈I
Zi. Via l’e´quivalence de cate´gories du
lemme 2.24 la pre´topologie sur lim
−→
i∈I
|Zi|qc limite inductive des pre´topologies telle que de´finie dans
la section 8.3 de l’expose´ 6 de SGA 4 co¨ıncide avec celle sur |Z∞|qc.
De´monstration. Il suffit concre`tement de montrer que si i0 ∈ I, (Uα)α est une famille finie
d’ouverts quasicompacts de Zi0 et V un ouvert quasicompact de Zi0 tels que si p : Z∞ −→ Xi0 on
ait
p−1(V ) =
⋃
α
p−1(Uα)
il existe alors i ≥ i0 tel que si ϕii0 : Zi −→ Zi0 on ait
ϕ−1ii0 (V ) =
⋃
α
ϕ−1ii0 (Uα)
Cela ne pose aucun proble`me.
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2.6.5. La limite projective des topos admissibles est le topos admissible de la limite projective. —
Proposition 2.27. — Il y a une e´quivalence de topos
lim
←−
i∈I
(Xrigi )˜ ≃ (X
rig
∞ )˜
De´monstration. C’est une conse´quence de la proposition 2.25.
3. Le point de vue spectral sur la topologie admissible
3.1. Rappels sur les espaces spectraux. — On renvoie a` [14] pour plus de de´tails.
De´finition 3.1 ([14]). — Un espace topologique X est dit spectral s’il est quasicompact sobre
et posse`de une base de sa topologie stable par intersections finies forme´e d’ouverts quasicompacts.
Une de´finition e´quivalente est sobre, posse`de une base d’ouverts quasicompacts et une intersec-
tion finie d’ouverts quasicompacts est quasicompacte.
Exemple 3.2. — Soit X un sche´ma quasicompact quasise´pare´. Alors |X | est spectral.
On renvoie a` [14] pour les proprie´te´s de base des espaces spectraux. On retiendra partic-
ulie`rement les quelques faits suivants pour X spectral :
– Par de´finition un ensemble constructible dans X est un e´le´ment de l’alge`bre de Boole en-
gendre´e par les ouverts quasicompacts (par exemple un ferme´ constructible est un ferme´ dont
le comple´mentaire est quasicompact).
– Soit Xcons l’ensembleX muni de la topologie engendre´e par les ouverts constructibles. Ses ou-
verts sont les ensembles ind-constructibles et ses ferme´s sont les ensembles pro-constructibles.
Alors Xcons est compact !
– Par exemple si f : X −→ Y est une application continue quasicompacte entre espaces spec-
traux alors f : Xcons −→ Ycons est continu et donc l’image d’un ensemble pro-constructible
est proconstructible.
– Si Z est proconstructible alors Z = ∪z∈Z{z}, les spe´cialisations d’e´le´ments de Z, en particulier
Z est ferme´ ssi il est stable par spe´cialisation.
3.2. Pre´topologie quasicompacte sur les espaces spectraux et passage a` la limite pro-
jective. — Soit X un espace topologique spectral. L’intersection d’un nombre fini d’ouverts
quasicompacts de X est quasicompacte. On note alors Xqc la cate´gorie des ouverts quasicompacts
de X et on la munie d’une pre´topologie en posant
∀U ∈ Xqc Cov(U) = {familles finies (Vα)α d’ouverts qc. tq. U = ∪αVα }
On note encore Xqc pour le site associe´.
Le foncteur pleinement fide`le
Xqc −→ X
induit d’apre`s le the´ore`me 4.1 de l’expose´ III de SGA4 une e´quivalence de topos
(Xqc)˜
∼
−−→ X˜
Proposition 3.3. — Soit (I,≤) un ensemble ordonne´e cofiltrant et (Xi)i∈I un syste`me projectif
d’espaces spectraux dont les morphismes de transition sont quasicompacts. Alors X∞ = lim
←−
i∈I
Xi
est un espace spectral. De plus il y a une e´quivalence de sites
lim
−→
i∈I
(Xi)qc
∼
−−→ (X∞)qc
(plus pre´cise´ment les pre´topologies des ouverts quasicompacts se correspondent au sens de la section
8.3 de l’expose´ 6 de SGA 4) et de topos
X∞˜
∼
−−→ lim
←−
i∈I
Xi˜
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De´monstration. Le fait que X∞ soit spectral est de´montre´ dans [14].
Le re´sultat sur les pre´topologies se montre de la fac¸on suivante. Soit pour tout i ∈ I pi :
X∞ −→ Xi et ∀i ≥ j ϕij : Xi −→ Xj . Par de´finition une base d’ouvert quasicompacts de X∞ est
forme´e des intersections finies d’ensembles de la forme p−1i (Ui) ou` Ui est un ouvert quasicompact
de X∞. L’ensemble ordonne´ (I,≤) e´tant cofiltrant une base stable par intersection et union finie
est donc forme´e des p−1i (Ui) avec Ui quasicompact dans Xi De cela on de´duit que tout ouvert
quasicompact de X∞ provient par image re´ciproque d’un ouvert quasicompact en niveau fini.
Donc le foncteur
lim
−→
i∈I
(Xi)qc −→ (X∞)qc
est essentiellement surjectif.
Montrons la pleine fide´lite´. Si U, V ⊂ Xi sont deux ouverts quasicompacts il s’agit de voir que
p−1i (U) ⊂ p
−1
j (V ) =⇒ ∃j ≥ i ϕ
−1
ji (U) ⊂ ϕ
−1
ji (V )
Si p−1i (U) ⊂ p
−1
i (V ) alors ⋂
j≥i
ϕji(ϕ
−1
ji (U)) ⊂ V
Notons ∀j ≥ i Kj = ϕji(ϕ
−1
ji (U)). D’apre`s les rappels faits sur les espaces spectraux les Kj sont
compacts pour la topologie constructible sur Xi et V e´tant quasicompact il est ouvert pour la
topologie constructible. Donc ∩j≥iKj ⊂ V et le fait que (I,≤) soit cofiltrant implique qu’il existe
j ≥ i tel que Kj ⊂ V . Cela implique ϕ
−1
ji (U) ⊂ ϕ
−1
ji (V ). D’ou` la pleine fide´lite´.
Le fait que les pre´topologies limite inductive et celle de (X∞)qc co¨ıncident s’en de´duit aise´ment.
Pour l’e´quivalence de sites on utilise une fois de plus les re´sultats de la section 8.3 de [13]
couple´s a` quelques manipulations e´le´mentaires de topologies. L’e´quivalence de topos s’en de´duit
alors toujours d’apre`s les re´sultats de l’expose´ 6 de SGA 4.
3.3. Application au topos admissible. —
De´finition 3.4. — Soit X un sche´mas formel π-adique sans π-torsion. On note
|Xrig| = lim
←−
(X′→X)∈EcX
|X′|
comme espace topologique.
Le corollaire suivant re´sulte de la proposition pre´ce´dente.
Corollaire 3.5. — L’espace topologique |Xrig| est spectral. Il y a une e´quivalence de topos
(Xrig )˜ ≃ |Xrig |˜
entre le topos admissible et la cate´gorie des faisceaux sur l’espace spectral |Xrig|.
Ainsi pour un espace rigide Xrig l’espace topologique |Xrig| est l’espace des points du topos
admissible associe´. L’espace topologique |Xrig| et le topos (Xrig )˜ se de´terminent mutuellement
et la cate´gorie des ouverts admissibles quasicompacts de Xrig est e´quivalente a` celle des ouverts
quasicompacts de |Xrig|.
De´finition 3.6. — On note sp : |Xrig| −→ |X| l’application continue naturel que l’on appellera
application de spe´cialisation. D’apre`s le lemme 1.31 elle est surjective.
3.4. Description de l’espace |Xrig| comme espace de Zariski-Riemann : le point de vue
de Huber et Fujiwara. —
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3.4.1. Rappels sur les anneaux I-valuatifs d’apre`s Fujiwara. — Soit A un anneau et I un ide´al de
A. Dans la section 3.1 de [12] Fujiwara dit que A est I-valuatif si
– I = (t) est principal ou` t est re´gulier
– Tout ide´al de type fini dans A contenu une puissance de I est principal (donc inversible)
Le re´sultat principal de la section 3.1 de [12] peut alors s’e´noncer ainsi.
Proposition 3.7 ([12], section 3). — Soit A local I-valuatif avec I ⊂ RadA, I = (t). Alors
– P =
⋂
n≥0 I
n est un ide´al premier
– A[ 1t ] est un anneau local d’ide´al maximal P[
1
t ]
– A/P est un anneau de valuation de corps des factions A/P[ 1t ], le corps re´siduel de l’anneau
local A[ 1t ]
3.4.2. Application au fibres du faisceau structural d’un espace rigide. — Soit X un sche´ma formel
π-adique sans π-torsion. On note O+
Xrig
⊂ OXrig les faisceaux sur |X
rig| de´finis dans l’exemple
2.14.
Corollaire 3.8. — Soit x ∈ |Xrig| alors le se´pare´ π-adique de O+
Xrig,x, V = O
+
Xrig ,x/ ∩n≥0
πnO+
Xrig ,x, est un anneau de valuation sans π-torsion, OXrig ,x est un anneau local d’ide´al maximal
(∩n≥0πnO
+
Xrig ,x)[
1
π ] et de corps re´siduel V [
1
π ].
De´monstration. Il suffit de ve´rifier les hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente. Le point x ∈
|Xrig| correspond a` une collection de points (xX′→X)(X′→X)∈EcX, xX′→X ∈ X
′ telle que si h : X′′ −→
X′ est un morphisme entre e´clatements alors h(xX′′→X) = xX′→X. Alors
O+
Xrig ,x = lim−→
(X′→X)∈EcX
OX′,xX′→X OXrig ,x = O
+
Xrig ,x[
1
π
]
Il est clair que π est re´gulier dans O+
Xrig ,x. Si J est un ide´al de type fini de O
+
Xrig ,x contenant une
puissance de π il provient par image re´ciproque d’un ide´al admissible J ′ de OU ou` (U ⊂ X′ → X)
est un ouvert admissible quasicompact. L’e´clatement formel admissible de l’ide´al J ′ de U s’e´tend
en un e´clatement formel admissible de X′ et donc de X. On en de´duit donc que J est principal.
De´finition 3.9. — Soit x ∈ |Xrig|. On note k(x) le corps re´siduel de OXrig ,x, un corps value´,
k(x)0 = O+
Xrig ,x/ ∩n≥0 π
nO+
Xrig,x son anneau de valuation et k˜(x) le corps re´siduel de k(x)
0.
3.4.3. Anneaux de valuation rigides. — On pre´sente ici les anneaux de valuation qui vont nous
inte´resser.
Soit V un anneau de valuation π-adique sans π-torsion. En particulier on suppose que la topolo-
gie de la valuation est de´finie par la topologie π-adique. Cela signifie que si v : V −→ Γ ∪ {+∞}
est la valuation sur V alors v(π) 6= ∞ et v(πn) −→
n→+∞
∞. Le corps des fractions d’un tel anneau
de valuation est V [ 1π ]. On remarquera qu’un morphisme entre deux tels anneaux de valuation est
injectif.
De´finition 3.10. — On appellera de tels anneaux de valuation des anneaux de valuation rigides.
On supposera toujours que les valeurs de v engendrent Γ. Pour un tel anneau de valuation (V, v)
on a une bijection entre
– Les ide´aux premiers de V non-nuls
– Les ide´aux premiers de V/πV
– Les sous-groupes convexes de Γ
– Les anneaux de valuation de V [ 1π ] contenant V
A` un ide´al premier P ⊂ V on associe le sous-groupe convexe H = v(V \P)∪−v(V \P) = v(V ×P )
et l’anneau de valuation VP. Le sous-groupe H e´tant convexe Γ/H est strictement ordonne´ et c’est
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le groupe des valeurs de la valuation de VP. On a le diagramme
V
v //
 _

Γ ∪ {∞}

VP
v′ // Γ/H ∪ {∞}
La valuation v′ : V [ 1π ] −→ Γ/H∪{∞} est une ge´ne´risation de la valuation v. Deux telles valuations
de´finissent la meˆme topologie sur V [ 1π ].
Les sous-groupes convexes de Γ sont strictement ordonne´s, comme le sont les ide´aux premiers
de V et il existe un plus petit ide´al premier P non-nul dans V , i.e. P est de hauteur 1. L’anneau
de valuation associe´ VP est alors de hauteur 1 c’est a` dire que sa valuation est de´finie par une
valuation a` valeurs dans R muni de l’ordre usuel qui est une ge´ne´risation maximale de la valuation
v. Ainsi la topologie de V [ 1π ] est de´finie par une valuation a` valeurs dans R.
Dans l’autre sens, e´tant donne´ (V, v) comme pre´ce´demment les anneaux de valuation de V [ 1π ]
contenus dans V correspondent aux anneaux de valuation du corps re´siduel de V , V/mV . A` V
′ ⊂ V
on associe l’image de V ′ dans V/mV . Ainsi avec les notations pre´ce´dentes, le corps re´siduel de VP
est Frac(V/P) et V/PV ⊂ Frac(V/P) correspond au sous-anneau de valuation V de VP.
3.4.4. Points rigides. — Soit V un anneau de valuation rigide. Tout ide´al de type fini dans V
est principal, donc d’apre`s la proprie´te´ universelle des e´clatements tout point x : Spf(V ) −→ X
s’e´tend de manie`re unique en un syste`me compatible de points
X′

Spf(V )
::uuuu
// X
pour (X′ −→ X) ∈ EcX. L’image du point ferme´ de Spf(V ) de´finit dont un e´le´ment de |X
rig|.
Re´ciproquement e´tant donne´ x ∈ Xrig d’apre`s la section pre´ce´dent fournit un morphisme
Spf(k̂(x)0) −→ X qui redonne le point x graˆce a` la construction pre´ce´dente.
On obtient ainsi la description
Proposition 3.11. — Il y a une bijection entre |Xrig| et les classes de points Spf(V ) −→ X ou`
V est un anneau de valuation rigide et deux points Spf(V1) −→ X, Spf(V2) −→ X sont e´quivalents
si il existe un diagramme
Spf(V1)
&&MM
MM
M
Spf(V3) // X
Spf(V2)
88qqqqq
ou` les morphismes entres spectres formels d’anneaux de valuation envoient le point ferme´ sur le
point ferme´ (i.e. il s’agit de la relation de domination des anneaux de valuation).
En particulier
Corollaire 3.12. — Soit X = Spf(A). Alors |Xrig| est l’ensemble des classes de valuations v :
A −→ Γ ∪ {∞} telles que
– v(A) engendre le groupe des valeurs de la valuation
– v(π) 6=∞
– v(πn) −→
n→+∞
∞ i.e. ∀γ ∈ Γ ∃n ∈ N nv(π) ≥ γ
et deux valuations (v1,Γ1) et (v2,Γ2) sont e´quivalentes si il existe un isomorphisme de groupes
ordonne´s α : Γ1
∼
−−→ Γ2 tel que α ◦ v1 = v2.
De´finition 3.13. — Pour A comme pre´ce´demment on notera Spa(A) l’ensemble de valuations
pre´ce´dentes. On munit Spa(A) de la topologie induite par la topologie |Spf(A)rig|.
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Avec les notations de Huber, lorsque A est topologiquement de type fini, c’est ce que Huber
note Spa(A⊲, A+) ou` A⊲ = A[ 1π ] et A
+ est la fermeture inte´grale de A dans A[ 1π ].
Enfin notons le lemme suivant qui donne une de´finition plus pratique de |Xrig|.
Lemme 3.14. — Il y a une bijection entre |Xrig| est les classes d’e´quivalences de points
Spf(V ) −→ X ou` V est un anneau de valuation rigide et deux points Spf(V1) −→ X, Spf(V2) −→ X
sont e´quivalents ssi il existe un diagramme
Spf(V1)
$$JJ
JJ
J
Spf(V ′)
77oooo
''OO
OO
X
Spf(V2)
::ttttt
ou` V ′ est un anneau de valuation rigide tel que les morphismes Spf(V ′) −→ Spf(V1), Spf(V ′) −→
Spf(V ′) −→ Spf(V2) envoient le point ferme´ sur le point ferme´.
De´monstration. La condition est e´videmment suffisante. Re´ciproquement, avec les notations
de la proposition 3.11 il suffit de voir qu’il existe un e´le´ment de |(Spf(V1) ×Spf(V3) Spf(V2))
rig|
s’envoyant sur les points ferme´s dans |Spec(V1/πV1)| ×|Spec(V3/πV3)| |Spec(V2)|. Mais cela re´sulte
de la surjectivite´ de |Spec(V1/πV1)×Spec(V2/πV2) Spec(V3/πV3)| −→ |Spec(V1/πV1)| ×|Spec(V3/πV3)|
|Spec(V2)| et de la surjectivite´ du morphisme de spe´cialisation (lemme 3.6) sp : |(Spf(V1)×Spf(V3)
Spf(V2))
rig| −→ |Spf(V1)×Spf(V3) Spf(V2)|.
3.4.5. Topologie de l’espace de Zariski-Riemann. —
De´finition 3.15. — Soit A un anneau π-adique sans π-torsion. Soit g, f1, . . . , fn ∈ A une famille
finie telle que l’ide´al engendre´ dans A contienne une puissance de π. Soit X = Spa(A). On note
X
〈
f1, . . . , fn
g
〉
= {v ∈ Spa(A) | ∀i v(fi) ≥ v(g)}
Ainsi si l’ide´al (f1, . . . , fn) de A contient une puissance de π on a un recouvrement
Spa(A) =
⋃
1≤i≤n
Spa(A)
〈
f1, . . . , fˆi, . . . , fn
fi
〉
Proposition 3.16. — Soit X = Spa(A). Alors lorsque (f0, f1, . . . , fn) varie parmi les familles
finies engendrant un ide´al contenant une puissance de π les ensembles X
〈
f1,...,fn
f0
〉
forment une
base d’ouverts quasicompacts stable par intersections finies de le topologie de Spa(A).
De´monstration. Soit X = Spf(A). Une base d’ouverts quasicompacts de |Xrig| est donne´e par
les |Urig| ⊂ |Xrig| ou` (U ⊂ X′ −→ X) est un ouvert admissible de X.
Soit I un ide´al de type fini dans A contenant une puissance de π. Soit X = Spec(A) et X ′ =
Proj(⊕k≥0Ik) −→ X l’e´clatement de l’ide´al I dans X . L’e´clatement formel admissible associe´ est
X′ = (X ′)̂ , le comple´te´ π-adique de X ′. Une base d’ouverts quasicompacts de X ′ est donne´e par
∀n ≥ 0 ∀f ∈ In {x ∈ X ′ | f engendre l’ide´al inversible OX′ .I˜
n en x }
lorsque n et f varient. Les ouverts de X′ sont les traces d’ouverts de X ′ sur la fibre spe´ciale
X ′ ⊗OK/πOK = X′ ⊗OK/πOK . Pour V un anneau de valuation rigide il y a une bijection entre
les points de Xrig, Spf(V ) −→ X′, et les morphismes Spec(V ) −→ X ′. Si U ⊂ X ′ est un ouvert et
U ⊂ X′ est l’ouvert associe´ de la fibre spe´ciale un morphisme Spf(V ) −→ X′ se factorise par U ssi
le morphisme associe´ Spec(V ) −→ X ′ se factorise par U .
Maintenant si n ≥ 0, In = (f1, . . . , fn) et g ∈ In alors un morphisme α : A −→ V et donc
Spec(V ) −→ X ′ −→ X = Spec(A) se factorise par l’ouvert ou` g engendre OX′ .I˜n ssi (α(g))
engendre (α(f1), . . . , α(fn)) dans V c’est a` dire ssi ∀i v(α(fi)) ≥ v(α(g)).
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Lorsque A est topologiquement de type fini sur Spf(OK) on retrouve donc bien la topologie de
l’espace valuatif au sens de Huber ([18] et [16]).
Voici le lemme qui permet de recoller la description pre´ce´dente dans le cas affine.
Lemme 3.17. — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion quasicompact et X =
⋃
i∈I Ui
un recouvrement fini de X par des ouverts quaiscompacts. Alors l’espace topologique |Xrig| est
obtenu par recollement des |Urigi |, i ∈ I, le long des ouverts |(Ui ∩ Uj)
rig|, i, j ∈ I.
De´monstration. C’est une conse´quence du lemme 1.30.
3.5. Ouverts surconvergents et espace analytique de Berkovich. —
3.5.1. Ge´ne´risations dans l’espace de Zariski-Riemann. — On ve´rifie avec les notations de la
section 3.2 que si X∞ = lim
←−
i∈I
Xi est une limite projective d’espaces spectraux a` morphismes de
transition quasicompacts alors
∀x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈ X∞ x ≻ y ⇐⇒ ∀i xi ≻ yi
Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion et (xX′)X′→X, (yX′)X′→X ∈ |Xrig|. Alors x ≻
y ⇐⇒ ∀(X′ −→ X) ∈ EcX xX′ ≻ yX′ dans |X′| (et il suffit de le ve´rifier dans un ensemble cofinal
d’e´clatements puisque les morphismes de transition entre ceux-ci sont propres).
Lemme 3.18. — Soit Spf(V )
x
−→ X un point rigide. Les ge´ne´risations de [x] ∈ |Xrig| sont les
points [xP] ou` xP : Spf(V̂P) −→ Spf(V ) −→ X (comple´tion π-adique de VP) avec P un ide´al
premier non-nul dans V .
De´monstration. Si y ≻ [x] ou` y ∈ |Xrig| alors d’apre`s les conside´rations pre´ce´dentes ∀k ≥
1 O+
Xrig,y/(π
k) est obtenu comme une localisation de O+
Xrig ,[x]/(π
k) puisque c’est le cas en niveau
fini pour chaque e´clatement de X.
Corollaire 3.19. — Si x ∈ |Xrig| l’ensemble des ge´ne´risations de x est totalement ordonne´ et
posse`de un unique e´le´ment maximal associe´ a` une valuation de rang 1. Si X = Spf(A) et x corre-
spond a` la valuation v : A −→ Γ ∪ {+∞} alors l’ensemble des ge´ne´risations de x est en bijection
avec l’ensemble totalement ordonne´ des sous-groupes convexes propres de Γ. A` H ⊂ Γ convexe est
associe´ v/H : A
v
−→ Γ ∪ {+∞} −→ Γ/H ∪ {+∞}.
Dans le langage de Huber “toutes les ge´ne´risations dans Spa(A) sont des ge´ne´risations sec-
ondaires” ([18] et [16]).
3.5.2. L’espace analytique de Berkovich associe´. —
De´finition 3.20. — Soit X π-adique sans π-torsion quasicompact. On note |Xan| le plus grand
quotient se´pare´ de |Xrig| que l’on muni de la topologie quotient.
L’ensemble |Xan| s’identifie a` l’ensemble des ge´ne´risations maximales de |Xrig|. Ses ouverts
correspondent aux ouverts de |Xrig| stables par spe´cisalisation (les ouverts surconvergents). Les
points de |Xan| sont donc donne´s par les points rigides Spf(OL) −→ X ou` L|K est une extension
value´e comple´te pour une valuation v : L −→ R ∪ {+∞}.
Comme dans les lemmes 8.1.5 et 8.1.8. de [17] on peut ve´rifier que l’ensemble des ouverts
surconvergents de |Xrig| sont les inte´rieurs des ensembles ferme´s constructibles de |Xrig|. De plus
lorsque X = Spf(A) la topologie sur |Xan| est celle engendre´e par les ouverts du type
{x ∈ |Xan| | |f(x)| < |g(x)|} ou` f, g ∈ A
Donc, |Xan| s’identifie a` l’espace topologie de Berkovich M(A[ 1π ]) associe´ a` l’alge`bre de Banach
A[ 1π ] (cf. [3]).
COMPARAISON DE LA COHOMOLOGIE DES DEUX TOURS 27
4. E´tude des morphismes finis localement libres rig-e´tales entre sche´mas formels
4.1. Morphismes finis localement libres. — Soit f : X −→ Y un morphisme entre sche´mas
formels π-adiques sans π-torsion.
De´finition 4.1. — Le morphisme f est fini localement libre si le morphisme induit entre sche´mas
X⊗OK/πOK −→ Y⊗OK/πOK l’est.
Lemme 4.2. — Sont e´quivalents
– f est fini localement libre
– f est fini topologiquement de pre´sentation finie et topologiquement plat
– Pour tout entier k ≥ 1 le morphisme induit X ⊗ OK/πkOK −→ Y ⊗ OK/πkOK est fini
localement libre
De´monstration. Appliquer le lemme 1.15.
Lemme 4.3. — Soit A un anneau π-adique sans π-torsion, M un A-module de type fini π-
adiquement se´pare´ (i.e. M est π-adique et M/πM est de type fini) tel que ∀k M/πkM soit un
A/πkA-module projectif. Alors M est un A-module projectif. En particulier M est de pre´sentation
finie.
De´monstration. Soit u : An ։ M une surjection. On cherche une section ǫ : M −→ An telle
que u ◦ ǫ = Id. Pour tout entier k ≥ 1 notons Xk l’ensemble des section de uk = u mod πk,
uk : (A/π
kA)n ։M/πkM ,
Xk = {ǫk ∈ HomA/πkA(M/π
kM, (A/πkA)n) | uk ◦ ǫk = Id}
Par hypothe`se ∀k Xk 6= ∅. De plus Xk est un HomA/πkA(M/π
kM, keruk)-torseur.
E´tant donne´ que dans la suite exacte
0 −→ keruk+1 −→ (A/π
k+1A)n
uk+1
−−−−→M/πk+1M −→ 0
les modules sont projectifs on obtient par application de − ⊗A/πk+1A A/π
kA l’e´galite´ keruk =
keruk+1/π
k keruk+1. De cela on de´duit que ∀k ≥ 1 l’application
HomA/πk+1A(M/π
k+1M, keruk+1) −→ HomA/πkA(M/π
kM, keruk)
est surjective. En effet, si v ∈ HomA/πkA(M/π
kM, keruk) l’existence de v
′ dans le diagramme qui
suit
M/πk+1M
v′ //

keruk+1

M/πkM
v // keruk
re´sulte de la projectivite´ de M/πk+1M comme A/πk+1A-module.
Donc lim
←−
k
Xk 6= ∅.
On montre e´galement aise´ment le lemme qui suit.
Lemme 4.4. — Le lemme pre´ce´dent reste valable en remplac¸ant module projectif par module
libre.
Corollaire 4.5. — Les assertions suivantes sont e´quivalentes pour f : X −→ Y comme
pre´ce´demment.
– Le morphisme f est fini localement libre
– f est affine et pour tout ouvert Spf(A) ⊂ Y si f−1(Spf(A)) = Spf(B) alors B est un A-module
projectif de type fini
– f est affine et il existe un recouvrement affine (Ui)i de Y, Ui = Spf(Ai) tel que si f
−1(Ui) =
Spf(Bi) alors Bi est un Ai-module libre
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Corollaire 4.6. — Soit f : X −→ Y un morphisme fini localement libre entre sche´mas formels
π-adiques sans π-torsion et un morphisme Y′ −→ Y ou` Y′ est e´galement π-adiques sans π-torsion.
Alors le changement de base X ×Y Y′ est sans π-torsion et est fini localement libre au dessus de
Y′. Par exemple si Y′ −→ Y est un e´clatement formel admissible le transforme´ strict de X −→ Y
est X×Y Y′.
De´monstration. Il suffit de remarquer que si A est π-adique sans π-torsion et B une A-alge`bre
projective de type fini alors pour tout changement de base A −→ A′ avec A′ π-adique sans π-
torsion
B ⊗A A
′ = B⊗̂AA
′
En effet, B e´tant un A-module de type fini B ⊗A A′ est π-adiquement complet, et e´tant projectif
il est se´pare´ (il se plonge dans un (A′)r qui est se´pare´).
4.2. Morphismes finis localement libres rig-e´tales. —
4.2.1. Alge`bres finies de pre´sentation finie rigidifie´es : rappels. — On rappelle ici une notion
introduite dans le chapitre III.2 de [9] auquel on renvoie pour plus de de´tails.
Soit A un anneau et M un A-module de pre´sentation finie muni d’une pre´sentation
Ap
L
−−→ Aq −→M −→ 0
ou` L est une matrice q × p. Soit le foncteur sur la cate´gorie des A-alge`bres qui a` la A-alge`bre B
associe l’ensemble des structures de B-alge`bres rigidifie´es surM⊗AB relativement a` la pre´sentation
L au sens de [9] (section III.2). Rappelons que toute structure d’alge`bre de sur M ⊗A B posse`de
une telle rigidification. Ce foncteur est repre´sentable par un A-sche´mas affine de pre´sentation finie
W −→ Spec(A). Soit V ⊂W l’ouvert ou` l’alge`bre universelle est e´tale au dessus de W . On ve´rifie
e´galement comme dans [9] que V est lisse au dessus de Spec(A).
4.2.2. De´finition et proprie´te´ des morphismes finis localement libres rig-e´tales. —
Lemme 4.7. — Soit A un anneaux π-adique sans π-torsion et X −→ Spec(A) un A-sche´ma
affine. Soit U ⊂ X un ouvert et ǫ une section
X

Spec(A)
ǫ
WW
Supposons qu’il existe un recouvrement formel Spf(A) =
⋃
i∈I Spf(A <
1
fi
>) tel que ∀i la section
ǫ sur Spec(A < 1fi >) se factorise par U en dehors de V (π)
U
  // X

Spec(A < 1fi > [
1
π ])
  //
))
Spec(A < 1fi >)
// Spec(A[ 1fi ])
  // Spec(A)
ǫ
WW
Alors ǫ se factorise a` travers U en dehors de V (π).
De´monstration. Soit X = Spec(D), I ⊂ D un ide´al tel que U = V (I)c et J ⊂ D l’ide´al
de´finissant la section ǫ, J = ker(ǫ∗ : D ։ A).
L’assertion ǫ se factorise par U hors de V (π) est e´quivalente a`
∃k ∈ N πk ∈ I + J
L’anneau e´tant π-adique elle est encore e´quivalente a` ce que
∃k ∈ N πk ∈ I + J + πk+1D/πk+1D ⊂ D/πk+1D
Soit ∀k ∈ N ∆k l’ide´al I + J + πk+1D/πk+1D et ∆˜k le faisceau d’ide´aux sur Spec(D/πk+1D).
Par hypothe`se
∀i ∈ I ∃k ∈ N (πk) ⊂ ∆˜k|D(fi) ou` D(fi) ⊂ Spec(D/π
k+1D)
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Donc, ∃k ∀i (πk) ⊂ ∆˜k|D(fi) ce qui implique puisque Spec(D/π
k+1D) =
⋃
iD(fi) que (π
k) ⊂
∆k.
Proposition 4.8. — Soit f : X −→ Y un morphisme fini localement libre entre sche´mas formels
π-adiques sans π-torsion. Sont e´quivalents
– Il existe un recouvrement affine Y =
⋃
i Ui tel que si Ui = Spf(Ai), f
−1(Ui) = Spf(Bi), alors
Bi[
1
π ] est une Ai[
1
π ]-alge`bre e´tale.
– Pour tout ouvert affine U ⊂ Y, U = Spf(A), si f−1(U) = Spf(B) alors B[ 1π ] est une A[
1
π ]-
alge`bre e´tale.
De´monstration. Si A est un anneau π-adique et B une A-alge`bre finie projective alors B est une
A-alge`bre π-adique. En effet, e´tant donne´ que B est un A-module de type fini B est π-adiquement
comple`te, et e´tant donne´ que B est projective ∃n B ⊂ An et est donc se´pare´e puisque An l’est.
Donc pour une telle A-alge`bre B et pour f ∈ A B⊗AA <
1
f > ve´rifiant les hypothe`ses pre´ce´dentes
en remplac¸ant A par A < 1f > et B par B ⊗A A <
1
f > on obtient
B ⊗A A <
1
f
>= B <
1
f
>
et est une A < 1f >-alge`bre finie projective.
Venons en maintenant a` la de´monstration. Soit A une alge`bre π-adique sans π-torsion et B une
A-alge`bre finie projective e´tale en dehors de V (π). Alors d’apre`s ce qui pre´ce`de ∀f ∈ A B < 1f >
est une A < 1f >-alge`bre e´tale en dehors de V (π).
Il s’agit maintenant de voir que si A est π-adique sans π-torsion et que B est une A-alge`bre
finie projective telle qu’il existe un recouvrement formel spf(A) =
⋃
i Spf(A <
1
fi
>) tel que
∀i B < 1fi > soit une A <
1
fi
>-alge`bre e´tale en dehors de V (π) alors B est e´tale hors de V (π).
Mais, apre`s avoir choisi une pre´sentation finie de B comme A-module puis une rigidification de la
structure de A-alge`bre sur B relativement a` cette pre´sentation, cela re´sulte du lemme pre´ce´dent
applique´ au sche´ma X =W de la section 4.2.1 et son ouvert V .
De´finition 4.9. — Un morphisme satisfaisant aux conditions de la proposition pre´ce´dente sera
dit fini localement libre rig-e´tale.
Lemme 4.10. — Soit f : X −→ Y un morphisme fini localement libre rig-e´tale de sche´mas
formels π-adiques sans π-torsion et Y′ −→ Y un morphisme ou` Y′ est π-adique sans π-torsion.
Alors X×Y Y′ −→ Y′ est fini localement libre rig-e´tale.
En particulier le transforme´ strict d’un morphisme fini localement libre rig-e´tale en est un.
De´monstration. Cela re´sulte de ce que si A est π-adique sans π-torsion, B une A-alge`bre finie
projective e´tale en dehors de V (π), C une A-alge`bre π-adique sans π-torsion alors, comme explique´
dans la de´monstration pre´ce´dente, B e´tant projective finie sur A
B ⊗A C = B⊗̂AC
Lemme 4.11. — Le compose´ de deux morphismes finis localement libres rig-e´tales en est encore
un.
4.3. Rigidite´. —
Proposition 4.12 (Fujiwara). — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion quasicom-
pact et Y un X-sche´ma formel π-adique sans π-torsion fini localement libre rig-e´tale. Il existe alors
un entier N(Y) tel que pour tout X-sche´ma formel π-adique sans π-torsion Y′ et deux morphismes
Y′
@
@@
@@
@@
f1 //
f2
// Y
 



X
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ve´rifiant f1 ≡ f2 mod πN(Y) on ait f1 = f2.
De plus si Z −→ X est un morphisme de changement de base avec Z π-adique sans π-torsion
alors on peut prendre N(Y×X Z) = N(Y).
De´monstration. Lorsque tous les sche´mas formels sont affines c’est une conse´quence de la propo-
sition 2.1.1 de [12]. Plus pre´cise´ment lorsque Y = Spf(B) et X = Spf(A) on peut prendre N(Y)
tel que πN(Y)Ω1B/A = 0. Le ou` les sche´mas formels ne sont plus affines s’en de´duit facilement.
L’assertion sur le changement de base se de´duit aussitoˆt de la borne explicite donne´e dans le cas
affine.
The´ore`me 4.13. — Soient X,Y comme dans la proposition pre´ce´dente. Il existe alors un entier
N(Y) tel que pour tout Y′ comme pre´ce´demment l’application de re´duction
HomX(Y
′,Y) −→ HomX⊗OK/πN(Y)(Y
′ ⊗OK/π
N(Y),Y⊗OK/π
N(Y))
soit une bijection. De plus, comme pre´ce´demment, on peut choisir l’entier N(Y) invariant pas
changement de base.
De´monstration. Supposons d’abord que tous nos sche´mas formels soient affines
X = Spf(A), Y = Spf(B), Y′ = Spf(B′)
La A-alge`bre B est de pre´sentation finie. A` chaque choix d’un ensemble fini de ge´ne´rateurs et
relations S de cette A-alge`bre i.e. un isomorphisme
B ≃ A[X1, . . . , XN ]/J et J = (f1, . . . , fq)
Elkik associe dans [9] un ide´al HB/A(S) de A[X1, . . . , XN ] tel que l’ouvert
V (HB/A(S))
c ∩ V (J) ⊂ Spec(B)
soit l’ouvert de lissite´ de Spec(B) −→ Spec(A). De plus si ϕ : A −→ A′ est une A-alge`bre alors S
de´termine une pre´sentation ϕ(S) de B ⊗A A′
B ⊗A A
′ ≃ A′[X1, . . .XN ]/(f
′
1, . . . , f
′
q) ou` ∀i f
′
i est l’image de fi dans A
′[X ]
et on a
A′[X1, . . . , XN ].HB/A(S) ⊂ HB⊗AA′(ϕ(S)
Fixons un tel syste`me de ge´ne´rateurs/relations de B/A. Par hypothe`se, Spec(B) −→ Spec(A)
e´tant lisse en dehors de V (π),
∃N0 ∈ N π
N0 ∈ HB/A(S) + J
D’apre`s le lemme 1 de [9] si N1 > 2N0 + 1 et ǫ
Spec(B/πN1B)

Spec(A/πN1A)
ǫ
VV
est une section approche´e modulo πN1 de Spec(B) −→ Spec(A) alors ∃ǫ une section
Spec(B)

Spec(A)
ǫ
VV
telle que ǫ ≡ ǫ [πN1−N0 ].
Appliquons cela a`
Spec(B) ×Spec(A) Spec(B
′)

Spec(B′)
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D’apre`s les rappels pre´ce´dents sur le fait que l’ide´al HB/A(S) ne peut que grandir par changement
de base on en de´duit que si N1 > 2N0 et f
Spec(B′/πN1B
′
)
f //
((QQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQ
Spec(B/πN1B)
vvmmm
mmm
mmm
mmm
m
Spec(A/πN1A)
est un morphisme approche´ mod πN1 alors ∃f
Spec(B′)
f //
%%LL
LL
LL
LL
LL
Spec(B)
yyrrr
rr
rr
rr
r
Spec(A)
tel que f ≡ f [πN1−N0 ].
ChoisissonsN1 tel queN1 > 2N0 etN1−N0 soit strictement supe´rieur a` l’entier de la proposition
pre´ce´dente. On obtient alors que
HomSpec(A)(Spec(B
′), Spec(B))
∼
−−→ HomSpec(A/πN1A)(Spec(B
′/πN1B′), Spec(B/πN1B))
Le cas ou` nos sche´mas formels ne sont pas affines s’en de´duit car graˆce a` l’assertion d’injectivite´
(la proposition pre´ce´dente) on voit que les morphismes construits entre ouverts affines se recollent
automatiquement.
L’assertion concernant le fait que l’on peut choisir l’entier N(Y) invariant pas changement de
base re´sulte de ce que l’ide´al HB/A(S) grandit par changement de base et de l’invariance par
changement de base de l’entier de la proposition pre´ce´dente.
4.4. De´completion des sche´mas formels finis localement libres rig-e´tales. —
4.4.1. De´completion des alge`bres. —
Lemme 4.14. — Soit (A, I) un couple hense´lien et M un Â-module projectif de type fini. Il existe
alors un A-module projectif de type fini N et un isomorphisme M ≃ N ⊗A Â.
De´monstration. Soit n ∈ N et Mn/A = Spec(A[Xij ]1≤i,j≤n) le sche´ma en A-alge`bres des ma-
trices carre´es de taille n. Le sous-sche´mas de Mn/A classifiant les idempotents ǫ ∈Mn/A, ǫ
2 = ǫ,
est e´tale. En effet, si B est un anneau, J un ide´al de carre´ nul dans B, ǫ ∈ Mn(B) un e´le´ment
ve´rifiant ǫ2 = ǫ+ x avec x ∈Mn(J) alors ǫx = xǫ et donc si ǫ′ = ǫ+ (1− 2ǫ)x on a
ǫ′2 = ǫ′ et ǫ′ ≡ ǫ mod J
Si ǫ ∈Mn(Â) est un idempotent il existe donc ǫ′ ∈Mn(A) tel que
ǫ′2 = ǫ′ et ǫ′ ≡ ǫ mod I
Maintenant si B est une alge`bre munie d’un ide´al de carre´ nul J , ǫ et ǫ′ sont deux idempotents de
Mn(B) et ǫ
′ = ǫ+ x ou` x ∈Mn(J) alors
ǫ′ = (Id+ x)ǫ(Id+ x)
Donc si ǫ, ǫ′ ∈ Mn(Â) sont deux idempotents tels que ǫ′ ≡ ǫ mod I alors il existe u, v ∈ GLn(Â)
tels que
ǫ′ = uǫv
D’ou` le re´sultat.
Remarque 4.15. — Lorsque A est noethe´rien le lemme pre´ce´dent est bien suˆr beaucoup plus
faible que le the´ore`me 3 de [9]. Le the´ore`me 3 de [9] s’e´tend cependant aux cas ou` on ne fait pas
d’hypothe`se de noethe´rianite´ sur A, I = (t) avec t re´gulier. C’est ce cas que nous utiliserons mais
dans notre situation nous supposerons, avec les notations du the´ore`me 3 de [9], que le module M
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est localement libre sur Â et pas seulement en dehors de V (I). Dans ce cas la`, comme on vient de
le voir, la preuve est nettement plus simple. C’est pourquoi nous l’avons donne´e.
Proposition 4.16. — Soit (I,≤) un ensemble ordonne´ filtrant et (Ri)i∈I un syste`me inductif
d’alge`bres π-adiques sans π-torsion. Notons R∞ = lim
−→
i∈I
Ri et R̂∞ le comple´te´ π-adique de R∞.
Soit B∞ une R̂∞ alge`bre π-adique sans π-torsion telle que Spf(B∞) −→ Spf(R̂∞) soit fini lo-
calement libre rig-e´tale (i.e. B∞ est un R̂∞-module projectif de type fini et B∞[
1
π ] une R̂∞[
1
π ]-
alge`bre e´tale). Il existe alors i0 ∈ I et une Ri0-alge`bre π-adique sans π-torsion Bi0 telle que
Spf(Bi0) −→ Spf(Ri0) soit fini localement libre rig-e´tale et un isomorphisme
B∞ ≃ Bi0 ⊗Ri0 R̂∞ = Bi0⊗̂Ri0 R̂∞
De´monstration. Le couple (R∞, πR∞) est hense´lien. D’apre`s le lemme pre´ce´dent il existe un
R∞-module projectif de type fini M et un isomorphisme de R̂∞-modules
B∞ ≃M ⊗R∞ R̂∞
Fixons un tel isomorphisme. Fixons une pre´sentation finie L de M . Soit W le sche´ma affine
au dessus de Spec(R∞) classifiant les structures d’alge`bres rigidifie´es sur M relativement a` la
pre´sentation L (cf. section 4.2.1). Soit V ⊂W l’ouvert ou` l’alge`bre universelle est e´tale.
La pre´sentation L fournit graˆce a` l’isomorphisme pre´ce´dent B∞ ≃M⊗R∞ R̂∞ une pre´sentation
de B∞ comme R̂∞-module. Fixons une structure d’alge`bre rigidifie´e relativement a` cette
pre´sentation de B∞. Cela nous fournit donc une section ǫ de W au dessus de R̂∞ qui par
hypothe`se se factorise par V en dehors de V (π)
V
  // W

Spec(R̂∞[
1
π ])
  //
77ooooooooooooo
Spec(R̂∞)
//
ǫ
88pppppppppppp
Spec(R∞)
On peut maintenant appliquer le the´ore`me 2 bis de [9] pour conclure l’existence pour tout entier
n d’une section ǫ′ de W au dessus de Spec(R∞) se factorisant par l’ouvert V en dehors de V (π)
telle que
ǫ′ ≡ ǫ [πn]
et donc le diagramme suivant prive´ de ses termes extreˆmes gauche et droite commute mod πn
V  _

W

Spec(R̂∞[
1
π ])
  //
11
Spec(R̂∞)
//
ǫ
88pppppppppppp
Spec(R∞)
ǫ′
WW
Spec(R∞[
1
π ])
? _oo
mm
Pour un entier n donne´ il existe donc une R∞-alge`bre B
′
∞ telle que B
′
∞ ≃M comme R∞-module,
B′∞[
1
π ]/R∞[
1
π ] est e´tale et un isomorphisme
B′∞/π
nB′∞ ≃ B∞/π
nB∞
L’alge`bre B′∞ est donc un R∞-module projectif fde type fini. Donc B
′
∞ ⊗R∞ R̂∞ = B̂
′
∞ et
Spf(B̂′∞) −→ Spf(R̂∞) est fini localement libre rig-e´tale. D’apre`s le the´ore`me 4.13 pour n choisi
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suffisamment grand (ne de´pendant que de B∞/R̂∞) il existe un morphisme relevant l’identite´
Spf(B̂′∞)
f //
%%KK
KK
KK
KK
KK
Spf(B∞)
yysss
ss
ss
ss
s
Spf(R̂∞)
tel que f ≡ Id mod πn via l’isomorphisme B′∞/π
nB′∞ ≃ B∞/π
nB∞. D’apre`s le lemme qui suit
c’est un isomorphisme.
Il est maintenant aise´ de ve´rifier qu’il existe i0 ∈ I et Bi0 une Ri0 -alge`bre projective finie e´tale
en dehors de π telle que B′∞ ≃ Bi0 ⊗Ri0 R∞.
Lemme 4.17. — Soit A un anneau π-adique et P1 P2 deux A-module projectifs de type fini. Un
e´le´ment f ∈ HomA(P1, P2) est un isomorphisme ssi f mod π : P1/πP1 −→ P2/πP2 en est un.
De´monstration. Les modules e´tant projectifs de type fini ils sont π-adique. Il suffit donc de
montrer que ∀n f mod πn est un isomorphisme. D’apre`s le lemme de Nakayama ∀n f mod πn est
surjectif. De plus ∀n les fonctions localement constantes rang des modules projectifs P1/πnP1, resp.
P2/π
nP2, sont e´gales sur Spec(A/π
nA) = Spec(A/πA) puisque f mod π est un isomorphisme.
Donc f mod πn est un isomorphisme.
The´ore`me 4.18. — Soit (I,≤) un ensemble ordonne´ cofiltrant et (Xi)i∈I un syste`me projectif de
sche´mas formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts sont les morphismes de transition sont
affines. Posons X∞ = lim
←−
i∈I
Xi. Pour tout sche´ma formel π-adique sans π-torsion Z notons RZ le
cate´gorie des Z-sche´mas formels (π-adiques sans π-torsion) finis localement libres rig-e´tales. Le
syste`me I ∋ i 7−→ RXi forme une cate´gorie fibre´e via les applications de changement de base. De
plus lorsque i varie il y a un syste`me compatible de foncteurs “changement de base” RXi −→ RX∞
d’ou` un foncteur
lim
−→
i∈I
RXi −→ RX∞
Ce foncteur induit une e´quivalence de cate´gories.
De´monstration. Commenc¸ons par la pleine fide´lite´ de ce foncteur. Soient i0 ∈ I et Y′,Y deux
Xi0 -sche´mas formels dans RXi0 . Soit N = N(Y) l’entier associe´ a` Y fourni par le the´ore`me 4.13
(qui rappelons le peut eˆtre choisi invariant par changement de base). Alors
lim
−→
i≥i0
HomXi(Y
′ ×Xi0 Xi,Y×Xi0 Xi)
= lim
−→
ı∈I
HomXi⊗OK/πN (Y
′ ⊗OK/π
N ×Xi0⊗OK/πN Xi ⊗OK/π
N ,Y⊗OK/π
N ×Xi0⊗OK/πN Xi ⊗OK/π
N )
= HomX∞⊗OK/πN (Y
′ ⊗OK/π
N ×Xi0⊗OK/πN X∞ ⊗OK/π
N ,Y⊗OK/π
N ×Xi0⊗OK/πN X∞ ⊗OK/π
N )
= HomX∞(Y
′ ×Xi0 X∞,Y×Xi0 X∞)
L’avant dernie`re e´galite´ re´sultant de ce que modulo πN Y et Y′ sont de pre´sentation finie sur
Xi0 ⊗OK/π
NOK , et la dernie`re par une nouvelle application du the´ore`me 4.13.
Reste a` ve´rifier la surjectivite´ essentielle de notre foncteur. La proposition 4.16 l’affirme lorsque
les sche´mas formels Xi sont affines. Lorsqu’ils ne le sont pas il suffit de choisir i0 ∈ I et une
de´composition Xi0 =
⋃
α Uα en un nombre fini d’ouverts affines. Alors si Y −→ X∞ est un e´le´ment
de RX∞ d’apre`s la proposition 4.16, e´tant donne´ qu’il n’y a qu’un nombre fini d’ouverts affines, il
existe i1 ≥ i0 et des e´le´ments (Vα)α de RUα×Xi0Xi1
et des isomorphismes
∀α Vα ×Xi1 X∞
∼
−−→ Y×X∞ (Uα ×Xi0 X∞)
Graˆce a` l’e´galite´ entre les Hom de´montre´e pre´ce´demment (la pleine fide´lite´), quitte a` augmenter
i1 en i2 ≥ i1 on peut supposer que les Vα sont munis d’une donne´e de recollement au dessus de
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Xi2 relativement aux (Uα ∩ Uβ)× Xi2 . Toujours graˆce a` l’e´galite´ entre les Hom et quitte a` encore
augmenter l’indice i2 en i3 ≥ i2 on peut supposer que ces donne´es de recollement satisfont a` la
condition de cocyle permettant de les recoller en un sche´ma formel au dessus de Xi3 .
5. E´tude d’une certaine cate´gorie de morphismes rig-e´tales
5.1. De´finitions. —
De´finition 5.1. — Un morphisme f : Y −→ X entre sche´mas formels π-adiques sera dit e´tale si
le morphisme induit entre sche´mas Y⊗OK/πOK −→ X⊗OK/πOK l’est.
Bien suˆr comme d’habitude si X est un sche´ma formel π-adiques l’application de re´duction
modulo π induit une e´quivalence entre les X-sche´mas formels π-adiques e´tales et les X⊗OK/πOK-
sche´mas e´tales.
De´finition 5.2. — Un morphisme f : Y −→ X entre sche´mas formels π-adiques sans π-torsion
quasicompacts sera dit de type (E) s’il se factorise en un compose´ de morphismes de sche´mas
formels π-adiques sans π-torsion
Y −→ S −→ T −→W −→ X
ou`
– W −→ X est isomorphe a` un e´clatement formel admissible de X
– T −→W est e´tale quasicompact
– S −→ T est fini localement libre rig-e´tale
– Y −→ S est isomorphe a` un e´clatement formel admissible de S
Exemple 5.3. — Par exemple un ouvert admissible quasicompact de X, (U ⊂ X′ −→ X) est un
morphisme de type (E).
Lemme 5.4. — Soit Y −→ X un morphisme de type (E) et Z −→ X un morphisme avec Z
π-adique sans π-torsion quasicompact alors le morphisme (Y×X Z)adh −→ Z est de type (E).
De´monstration. Utilisant le lemme 1.22 on ve´rifie que si Y −→ S −→ T −→W −→ X est une
de´composition comme dans la de´finition 5.2 alors
(Y×X Z)
adh −→ (S×X Z)
adh −→ (T ×X Z)
adh −→ (W×X Z)
adh −→ X
en est encore une.
5.2. Les morphismes de type (E) engendrent la topologie e´tale des espaces rigides
usuels. —
The´ore`me 5.5. — Soit Y −→ X un morphisme rig-e´tale entre deux sche´mas formels admissibles
quasicompacts. Il existe alors un diagramme
Y′
f //
g
@
@@
@@
@@
Y
 



X
ou` g est de type (E) et |f rig| : |Y′rig| −→ |Yrig| est surjectif au niveau des espaces de Zariski-
Riemann tels que de´finis dans la section 3.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me de platification de Raynaud-Gruson ([7]) il existe un
e´clatement formel admissible X′ −→ X tel que le transforme´ strict
Z = (X′ ×X Y)
adh −→ X′
soit plat (au sens de [6]). Ce morphisme e´tant rig-e´tale plat il est quasi-fini en fibre spe´ciale : le
morphisme de sche´mas
Z⊗OK/πOK −→ X
′ ⊗OK/πOK
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est quasi-fini. Il existe donc un diagramme de OK/πOK-sche´mas
W
α

β // Z⊗OK/πOK

T γ
// X′ ⊗OK/πOK
ou` α est plat fini, γ est e´tale et β est e´tale surjectif. Les morphismes β et γ e´tant e´tales ce
diagramme se rele`ve de fac¸on unique en un diagramme de sche´mas formels admissibles
W
β˜ //
α˜

Z
h

T
γ˜ // X′
ou` α˜ est fini localement libre. E´tant donne´ que γ˜rig ◦ α˜rig est rig-e´tale et γ˜rig est rig-e´tale, α˜ est
rig-e´tale. De plus β˜ e´tant e´tale surjectif β˜rig est surjectif au niveau des espaces spectraux. D’ou` le
re´sultat.
5.3. Rigidite´. —
Proposition 5.6. — Soit Y −→ X un morphisme de type (E) entre sche´mas formels π-adiques
sans π-torsion. Il existe alors un entier N tel que pour tout X-sche´ma formel π-adique sans π-
torsion l’application de re´duction modulo πN
HomX(Y
′,Y)
∼
−−→ HomX⊗OK/πN (Y
′ ⊗OK/π
N ,Y⊗OK/π
N)
soit une bijection.
De´monstration. Il suffit d’empiler les diffe´rentes assertions de rigidite´ concernant les morphismes
qui entrent dans la de´finition d’un morphisme de type (E) : le lemme 2.20 pour les e´clatements,
la proposition 4.12 pour le morphisme fini localement libre rig-e´tale, quant aux morphisme e´tale
c’est e´vident.
5.4. De´completion. —
Lemme 5.7. — Soit (I,≤) un ensemble ordonne´ cofiltrant, (X)i∈I un syste`me projectif de
sche´mas formels π-adiques et X∞ = lim
←−
i∈I
Xi. Si Ze´t de´signe la cate´gorie des morphismes e´tales
quasicompacts vers Z alors
lim
−→
i∈I
(Xi)e´t
∼
−−→ (X∞)e´t
est une e´quivalence
De´monstration. E´tant donne´ que Ze´t est e´quivalente a` (Z ⊗ OK/πOK)e´t cela se rame`ne a` un
e´nonce´ classique sur les sche´mas (cf. EGA IV).
The´ore`me 5.8. — Soit (I,≤) un ensemble ordonne´ cofiltrant et (Xi)i∈I un syste`me projectif de
sche´mas formels π-adiques sans π-torsion quasicompacts dont les morphismes de transition sont
affines. Soit X∞ = lim
←−
i∈I
Xi. Pour tout i ∈ I soit EXi la cate´gorie des morphismes de type (E) au
dessus de Xi. Lorsque i varie les applications de changement de base (cf. lemme 5.4) de´finissent
une cate´gorie fibre´e. Il y a un foncteur
lim
−→
i∈I
EXi −→ EX∞
Ce foncteur induit une e´quivalence de cate´gories.
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De´monstration. C’est un exercice d’empilage du corollaire 2.22 du the´ore`me 4.18 et du lemme
5.7.
Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion. Les morphismes de type (E) Y −→ X sont
stables par e´clatement formel admissible : si Y′ −→ Y est un e´clatement formel admissible le
compose´ Y′ −→ Y −→ X est encore de type (E). On peut donc de´finir EXrig la cate´gorie des
morphismes de type (E) vers X localise´e relativement aux e´clatements. On de´montre de la meˆme
fac¸on en utilisant une fois de plus le corollaire 2.22 et le the´ore`me pre´ce´dent.
The´ore`me 5.9. — Avec les notations du the´ore`me pre´ce´dent on a une e´quivalence de cate´gories
lim
−→
i∈I
EXrigi
−→ EXrig∞
6. Le topos rig-e´tale d’un sche´ma formel π-adique quasicompact
6.1. Sur un point concernant les topologies de Grothendieck. — Nous utiliserons le
the´ore`me clef suivant.
The´ore`me 6.1 (SGA4 expose´ III, the´ore`me 4.1). — Soit C une petite cate´gorie, C′ un site
et u : C −→ C′ un foncteur pleinement fide`le. Supposons que tout objet de C′ puisse eˆtre recouvert
par des objets provenant de C. Munissons C de la topologie induite. Alors
– Le foncteur u est continu et cocontinu
– Si us : C′˜ −→ C˜ est le foncteur F 7→ F ◦ u et us : C˜ −→ C′˜ le foncteur tel que
∀G ∈ C˜ usG est le faisceau associe´ au pre´faisceau Y 7−→ lim
−→
(X,m)
X∈C
m:Y−→u(X)
G(X)
ils induisent une e´quivalence de topos
C′˜ us // C˜
us
oo
Le corollaire qui suit est scandaleusement absent de SGA4.
Corollaire 6.2. — Sous les hypothe`ses du the´ore`me pre´ce´dent une famille (Uα −→ X)α de mor-
phismes de C est couvrante ssi la famille (u(Uα) −→ u(X))α l’est.
De´monstration. D’apre`s la proposition 1.6. de l’expose´ III de SGA4 si (Uα −→ X)α est cou-
vrante alors (u(Uα) −→ u(X))α l’est. Re´ciproquement si (u(Uα) −→ u(X))α est couvrante soit
R le crible couvrant de u(X) engendre´ par cette famille. Le foncteur u e´tant cocontinu la famille
de morphismes Y −→ X telle qu’il existe α et une factorisation u(Y ) −→ u(Uα) −→ u(X) est
un crible couvrant de X . Mais u e´tant pleinement fide`le l’existence d’une telle factorisation est
e´quivalente a` l’existence d’une factorisation Y −→ Uα −→ X c’est a` dire Y −→ X appartient au
crible engendre´ par (Uα −→ X) qui est donc couvrant.
6.2. De´finitions. — Convention : De´sormais on fixe une petite sous-cate´gorie pleine de la
cate´gorie des sche´mas formels π-adiques quasicompacts, telle que tous les sche´mas formels avec
lesquels nous travaillerons soient dans cette petite cate´gorie. On ve´rifie aise´ment que cela est
possible puisque nous travaillerons avec des limites projectives indexe´es par des ensembles fixe´s
de sche´mas formels topologiquement de type fini, des morphismes topologiquement de type fini
au dessus de ces e´clatements... En particulier les cate´gories sous-jacentes de tous les sites avec
lesquels nous travaillerons seront petites.
De´finition 6.3. — Soit X π-adique sans π-torsion quasicompact et EXrig la cate´gorie des mor-
phismes de type (E) vers X localise´e relativement aux e´clatements formels admissibles (cf. section
COMPARAISON DE LA COHOMOLOGIE DES DEUX TOURS 37
5.4). On munit EXrig de la topologie engendre´e par les familles finies de morphismes (U
rig
α −→
Yrig)α
Urigα
##G
GG
G
// Yrig
{{ww
ww
Xrig
telles que l’application continue
∐
α |U
rig
α | −→ |Y
rig| entre les espaces de Zariski-Riemann soit
surjective. On note XE−rig−e´t le site associe´.
Remarque 6.4. — – On remarquera qu’il s’agit d’une topologie qui n’est pas de´finie a` partir
d’une pre´topologie. En particulier les familles couvrantes pour cette topologie n’ont a` priori
aucune description concre`te ! Le proble`me vient que les morphismes dans XE−rig−e´t ne sont
pas force´ment quarrables.
– Si f : Y −→ X est un morphisme de sche´mas formels quasicompacts π-adiques sans π-torsion
alors f induit un foncteur entre les cate´gories sous-jacentes de celle de XE−rig−e´t vers celle
de YE−rig−e´t. Ce foncteur transforme familles couvrantes en familles couvrantes. Ne´anmoins,
il n’y a pas de raison pour que ce foncteur soit continu ! Et meˆme s’il l’est il n’y a pas de
raison pour qu’il induise un morphisme de topos c’est a` dire le foncteur f∗ induit au niveau
des faisceaux commute aux limites projectives finies !
De´finition 6.5. — Soit X un sche´ma formel admissible quasicompact. On note Xrig−e´t le site
des espaces rigides quasicompacts rig-e´tales au dessus de Xrig muni de la topologie associe´e
a` la pre´topologie telle que Cov(Y) consiste en les familles finies (Urigα −→ Y
rig)α telles que∐
α |U
rig
α | −→ |Y
rig| soit surjectif.
D’apre`s l’expose´ II de SGA4 les familles couvrantes de Xrig−e´t sont les familles (U
rig
α −→ Y
rig)α
telles qu’il existe une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann.
On renvoie a` [8], [17] ou [12] pour les proprie´te´s de base des morphismes e´tales entre espaces
rigides usuels. On retiendra en particulier que l’image d’un morphisme e´tale est un ouvert quasi-
compact de l’espace de Zariski-Riemann (cela peut se ve´rifier aise´ment en utilisant le the´ore`me de
platification de Raynaud-Gruson). De cela on de´duit que les familles couvrantes de Xrig−e´t sont les
familles (Urigα −→ Y
rig)α qui induisent une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann.
En particulier le topos associe´ est cohe´rent.
6.3. Lien entre les sites XE−rig−e´t et Xrig−e´t pour X admissible. —
Proposition 6.6. — Soit X admissible. Le foncteur d’inclusion
u : XE−rig−e´t →֒ Xrig−e´t
est continu et est tel que la topologie induite par u sur la cate´gorie sous-jacente a` XE−rig−e´t soit
la topologie de XE−rig−e´t. Les familles couvrantes de XE−rig−e´t sont les familles de morphismes
(Urigα −→ Y
rig)α telles qu’il existe une sous-famille finie induisant une surjection au niveau des
espaces de Zariski-Riemann. Ce foncteur induit une e´quivalence de topos
(us, us) : (XE−rig−e´t)
˜ ∼−−→ (Xrig−e´t)˜
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 5.5 le foncteur u satisfait aux hypothe`ses du the´ore`me
6.1. Soit T la topologie sur la cate´gorie sous-jacente a` XE−rig−e´t induite par u et la topologie de
Xrig−e´t. D’apre`s le corollaire 6.2 les familles couvrantes pour T sont les familles dont on peut
extraire une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann. Les cribles
engendre´s par de telles familles sont les cribles contenant les cribles engendre´s par les familles
finies surjectives au niveau des espaces de Zariski-Riemann, c’est a` dire ceux utilise´s pour de´finir
la topologie engendre´e de Xrig−e´t. Donc T co¨ıncide avec la topologie de XE−rig−e´t.
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6.4. Le the´ore`me principal sur la de´completion des topos rig-e´tales. — Soit (I,≤)
un ensemble ordonne´ cofiltrant et (Xi)i∈I un syste`me projectif de sche´mas formels admissibles
quasicompacts dont les morphismes de transition sont affines. On note X∞ = lim
←−
i∈I
Xi.
The´ore`me 6.7. — Les familles couvrantes de (X∞)E−rig−e´t sont les familles (U
rig
α −→ Y
rig)α
posse´dant une sous-famille finie induisant une surjection au niveau des espaces de Zariski-
Riemann. De plus il y a une e´quivalence de topos
(X∞)E˜−rig−e´t ≃ lim
←−
i∈I
(Xi)r˜ig−e´t
De´monstration. Le site fibre´ i 7−→ (Xi)rig−e´t satisfait aux hypothe`ses de la section 8.3.1 de
[13]. On en de´duit d’apre`s la proposition 8.3.6 de [13] que l’on a une pre´topologie explicite sur le
site lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t obtenue a` partir des pre´topologies sur les (Xi)rig−e´t lorsque i varie.
Si Y ∈ lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t, pour cette pre´topologie Cov(Y ) consiste en les familles finies de mor-
phismes dans lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t isomorphes dans lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t a` une famille finie de morphismes
dans un (Xi)rig−e´t qui forme un recouvrement dans le site (Xi)rig−e´t.
Les familles couvrantes de la topologie de lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t sont donc les familles de morphismes
dans lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t posse´dant une sous-famille finie isomorphe a` une famille finie couvrante d’un
(Xi)rig−e´t pour un i ∈ I.
Par exemple pour i ∈ I une famille finie de morphismes dans (Xi)rig−e´t, (Uα −→ Y )α, de-
vient couvrante dans lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t ssi il existe j ≥ i tel que la famille tire´e en arrie`re
(Uα ×Xrigi
X
rig
j −→ Y ×Xrigi
X
rig
j )α devient couvrante dans (Xj)rig−e´t.
Rappelons que l’on note EXrig la cate´gorie sous-jacente au site XE−rig−e´t. Il y a un foncteur
pleinement fide`le
u : lim
−→
i∈I
EXrigi
−→ lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t
auquel on peut appliquer le the´ore`me 6.1 et le corollaire 6.2. Soit T la topologie induite sur
lim
−→
i∈I
EXrigi
par u et la topologie pre´ce´dente sur lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t. D’apre`s le corollaire 6.2 et la
description pre´ce´dente des familles couvrantes de lim
−→
i∈I
(Xi)rig−e´t on a une description concre`te
des familles couvrantes du site ( lim
−→
i∈I
EXrigi
, T ). Il s’agit maintenant de ve´rifier que via l’e´quivalence
de cate´gories du the´ore`me 5.9
lim
−→
i∈I
E
X
rig
i
∼
−−→ E
X
rig
∞
les familles couvrantes se correspondent. Mais cela re´sulte de la proposition qui suit.
Proposition 6.8. — Soit i ∈ I et (Uα −→ Y )α une famille finie de morphismes dans EXrigi
.
Supposons que la famille
(Uα ×Xrigi
Xrig∞ −→ Y ×Xrigi
Xrig∞ )α
induise une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann∐
α
|Uα ×Xrigi
Xrig∞ |։ |Y ×Xrigi
Xrig∞ |
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Il existe alors j ≥ i tel que ∐
α
|Uα ×Xrigi
X
rig
j | −→ |Y ×Xrigi
X
rig
j |
soit surjectif.
De´monstration. On a
|Y ×Xrigi
Xrig∞ | = lim
←−
j≥i
|Y ×Xrigi
|
(utiliser la description des espaces de Zariski-Riemann en termes de points a` valeurs dans des
anneaux de valuation rigides). Soit
∀j ≥ i ψji : |Y ×Xrigi
X
rig
j | −→ |Y | et f :
∐
α
|Uα| −→ |Y |
Par hypothe`se
⋃
j≥i
Im ψji ⊂ Im f . Le morphisme
∐
α Uα −→ Y e´tant rig-e´tale Im f est ouvert
quasicompact. De plus ∀j Im ψji est pro-constructible. On conclut comme dans la de´monstration
de la proposition 3.3 que
∃j ≥ i Im ψji ⊂ Im f
Corollaire 6.9. — Le topos limite projective lim
←−
i∈I
(Xi)r˜ig−e´t ne de´pend que de X∞. De plus si
Λ est un anneau il y a un isomorphisme canonique
lim
−→
i∈I
RΓ((Xi)rig−e´t,Λ) ≃ RΓ((X∞)E−rig−e´t,Λ)
dans D+(Λ − Mod) : la limite inductive de la cohomologie e´tale de la fibre ge´ne´rique des Xi ne
de´pend que X∞.
De´monstration. L’assertion concernant la cohomologie re´sulte du the´ore`me 8.7.3 de [13] dont
les hypothe`ses sont ve´rifie´es graˆce aux proprie´te´s de cohe´rence des topos rigides e´tales usuels.
Corollaire 6.10. — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion quasicompact. La famille
de morphisme (Vrigα −→ Y
rig)α dans XE−rig−e´t est couvrante ssi on peut en extraire une famille
finie induisant une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann.
De´monstration. Si X est affine il est facile de ve´rifier qu’il s’e´crit comme limite projective
cofiltrante de sche´mas formels affines topologiquement de type fini sur Spf(OK). Dans ce cas la` le
re´sultat est donc une conse´quence du the´ore`me 6.7. Pour X ge´ne´ral soit (Ui)i∈I un recouvrement
affine fini de X. La famille (Urigi −→ X
rig)i∈I forme une famille couvrante de l’objet final de
XE−rig−e´t. Une famille (V
rig
α −→ Y
rig)α dans XE−rig−e´t est donc couvrante ssi ∀i ∈ I (Vrigα ×Xrig
Urigi )α l’est. On est donc ramene´ au cas affine car l’application∐
i∈I
|Yrig ×Xrig U
rig
i |։ |Y
rig|
est surjective.
Remarque 6.11. — L’auteur de cet article met son lecteur au de´fi de trouver une de´monstration
du corollaire pre´ce´dent sans passer par la the´orie des espaces rigides des sche´mas formels
topologiquement de type fini sur Spf(OK).
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7. Le topos rig-e´tale d’un sche´ma formel π-adique non-quasicompact
7.1. Le topos. — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion non ne´cessairement quasi-
compact.
On note EX la cate´gorie des morphismes Y −→ X qui peuvent s’e´crire sous la forme
Y
f
−−→ U →֒ X
ou` U est un ouvert quasicompact de X et f est de type (E). On appellera les morphisme Y −→ X
dans EX les morphismes de type (E).
Lemme 7.1. — Soit Y −→ U un morphisme de type (E) vers un ouvert quasicompact de X et V
un ouvert quasicompact de X contenant U. Alors le compose´ Y −→ U →֒ V est de type (E).
De´monstration. Utiliser le lemme 1.30.
On ve´rifie alors que EX est e´quivalente a`
lim
−→
U⊂X
U quasicompact
EU
limite inductive sur les ouverts quasicompacts de X des morphismes de type (E) au dessus d’un
tel ouvert.
Plus ge´ne´ralement si EXrig de´signe la cate´gorie EX localise´e relativement aux e´clatements formels
admissibles alors
EXrig ≃ lim
−→
U⊂X
U quasicompact
EUrig
De´finition 7.2. — On note XE−rig−e´t le site donc la cate´gorie sous-jacente est EXrig et dont la
topologie est engendre´e par les familles finies de morphismes surjectives au niveau des espaces de
Zariski-Riemann.
Si (Vα −→ Y)α est une famille de morphismes dans EXrig et si le morphismes structurel
Yrig −→ Xrig se factorise par l’ouvert quasicompact U ⊂ X il en est de meˆme des Vrigα −→ X
rig.
De cela et du corollaire 6.10 on de´duit le lemme qui suit.
Lemme 7.3. — Une famille de morphismes dans XE−rig−e´t est couvrante ssi il existe une sous-
famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann.
De la` on de´duit aise´ment.
Proposition 7.4. — Le topos (Xrig)E˜−rig−e´t s’identifie au topos
lim
←−
U⊂X
U quasicompact
UE˜−rig−e´t
Si (Ui)i∈I est un recouvrement de X par des ouverts quasicompacts alors le topos (X
rig)E˜−rig−e´t
s’identifie au topos recolle´ des (Urigi )E˜−rig−e´t le long des Ui ∩ Uj, i, j ∈ I i.e. aux objets carte´siens
du topos total du diagramme∐
i,j,k(Ui ∩ Uj ∩ Uk)E˜−rig−e´t
// ////
∐
i,j(Ui ∩ Uj)E˜−rig−e´t
// //
∐
i(Ui)E˜−rig−e´t
7.2. Cohomologie a` support compact. — On de´finit ici la cohomologie a` support compact
de Xrig. On prendra garde que la de´finition donne´e bien que suffisante pour nos besoins n’est pas
la bonne en ge´ne´ral. Par exemple pour les sche´mas formels admissibles ce n’est la bonne de´finition
que pour ceux dont les composantes irre´ductibles de la fibre spe´ciale sont propres, par exemple le
sche´ma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂.
De´finition 7.5. — Soit F ∈ XE˜−rig−e´t. On note Γ!(X
rig,F) les sections de Γ(Xrig,F) =
lim
←−
U quasicompact
Γ(Urig,F) dont le support est contenu dans un ouvert quasicompact de Xrig.
COMPARAISON DE LA COHOMOLOGIE DES DEUX TOURS 41
Si |Xrig| = lim
−→
U q.c.
|Urig| de´signe l’espace de Zariski-Riemann de X il y a alors une projection du
topos rig-e´tale vers le topos de l’espace topologique |Xrig|, π : (Xrig)E˜−rig−e´t −→ |X
rig|˜ . Alors
Γ!(X
rig,−) = Γc(|Xrig|,−) ◦ π∗ ou` Γc(|Xrig|,−) de´signe les sections dont le support est un ferme´
quasicompact de l’espace de Zariski-Riemann.
Proposition 7.6. — Soit F ∈ Λ − (Xrig)E˜−rig−e´t. Soit (Ui)i∈I un recouvrement localement fini
de X par des ouverts quasicompacts. Notons ∀α ⊂ I U(α) = ∩i∈αUi. Il y a alors une suite spectrale
Epq1 =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Hq(U(α)rig ,F) =⇒ Hp+q! (X
rig,F)
De´monstration. Conside´rons le morphisme
j :
∐
i∈I
Ui −→ X
Si G est un faisceau sur XE−rig−e´t il donne´ naissance a` une re´solution co-simpliciale G −→ C•(G)
fonctorielle en G ou`
Cp(G) = (j∗j
∗)p+1(G) =
∏
α⊂I
|α|=p+1
jα∗(G|U(α)rig )
avec jα : U(α)
rig →֒ Xrig. De plus si G est injectif alors Cp(G) l’est e´galement. De l’e´galite´
Γ!(X
rig, Cp(G)) =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Γ(U(α)rig ,G)
on conclut facilement.
Corollaire 7.7. — Tout faisceau flasque sur XE−rig−e´t est Γ!(X
rig,−)-acyclique.
De´monstration. Le sche´ma formel X e´tant quasi-se´pare´ il existe un recouvrement comme dans
la proposition pre´ce´dente. Dans la suite spectrale pre´ce´dente les morphismes U(α)rig −→ Xrig sont
alors dans XE−rgi−e´t.
On retiendra donc que l’on peut calculer la cohomologie a` support compact a` l’aide de
re´solutions flasques.
8. Le formalisme des faisceaux e´quivariants lisses
8.1. Hypothe`ses. — Soit G un groupe topologique posse´dant un sous-groupe ouvert profini.
Soit Λ un anneau.
SoitR une cate´gorie et X un objet de R, ou plus ge´ne´ralement de R̂ , la cate´gorie des pre´faisceaux
sur R, muni d’une action du groupe “abstrait” G.
On suppose donne´ une sous-cate´gorie pleine C de la cate´gorie R/X des morphismes vers X et
une topologie sur C faisant donc de C un site. On supposera e´galement que tout objet de C est
quasicompact. On suppose de plus que ∀g ∈ G et (U −→ X) ∈ C le produit carte´sien du diagramme
U

X
g // X
existe dans R et est dans C. On notera g−1(U) ce produit carte´sien. On suppose que U 7→ g−1(U)
transforme familles couvrantes en familles couvrantes et de´finit donc un isomorphisme du site C
dans lui meˆme. Ainsi il y a une “action” de G sur le site C. On notera (g∗, g∗) le morphisme de
topos associe´ ou` g∗F(U) = F(g(U)). On a des identifications canoniques ∀g, g′ ∈ G (gg′)∗ = g′∗g∗.
Nous ferons l’hypothe`se suivante :
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Hypothe`ses de continuite´ : A` tout (U −→ X) ∈ C est associe´ “canoniquement” un sous-groupe
compact ouvert KU ⊂ G et un rele`vement (βk)k∈KU de l’action de KU sur X a` U
∀k ∈ KU U
βk //

U

X
k // X
ou` βk ◦ βk′ = βkk′ . Le mot “canoniquement” signifie que si V
f //
  A
AA
U
~~}}}
X
est un morphisme dans
C il existe alors un sous-groupe ouvert de KU ∩ KV en restriction auquel f est compatible aux
rele`vements de l’action a` U et V .
8.2. G-faisceaux lisses. — Rappelons que par de´finition un G-faisceau (resp. pre´faisceau) sur
C est un faisceau F ∈ C˜ (resp. G-pre´faisceau F ∈ Ĉ ) muni d’isomorphismes
∀g ∈ G cg : g
∗F
∼
−−→ F
ve´rifiant la condition de cocyle ∀g, g′ ∈ G cg′ ◦ g
′∗cg = cgg′ .
Si F est un G-faisceau (resp. pre´faisceau) et U ∈ C
∀k ∈ KU (k
∗F)(U) = F(k(U)) = F(U)
et doncKU agit sur F(U). De plus si V −→ U est un morphisme dans C l’application de restriction
F(U) −→ F(V ) est K-e´quivariante pour K compact ouvert suffisamment petit.
De´finition 8.1. — Un G-faisceau (resp. pre´faisceau) F sera dit lisse si ∀U ∈ C l’action de KU
sur F(U) est lisse, i.e. le stabilisateur de tout e´le´ment est un sous-groupe ouvert.
De´finition 8.2. — On note CG˜, resp. CG˜−lss, la cate´gorie des G-faisceaux, resp. des G-faisceaux
lisses. On note Λ− CG˜, Λ− CG˜−lss les cate´gories de faisceaux de Λ-modules associe´es.
Exemple 8.3. — Si l’action de G sur X est triviale Λ − CG˜ s’identifie a` la cate´gorie Λ[G] − C
˜
et Λ − CG˜−lss a` la sous-cate´gorie de Λ[G] − C
˜ des faisceaux F tels que ∀U ∈ C F(U) soit un
G-module lisse. Lorsque R est la cate´gorie a` un seul e´le´ment et un seul morphisme on retrouve
les G-modules lisses utilise´s dans la the´orie de la repre´sentation des groupes p-adiques ou en
cohomologie galoisienne.
8.3. Les diffe´rentes ope´rations reliant G-faisceaux, G-faisceaux lisses et faisceaux. —
On notera
CG˜−lss
  i //
k ""F
FF
FF
CG˜
j~~
~~
~
C˜
les foncteurs e´vidents ou` k et j sont l’oubli de l’action de G et i est le plongement tautologique.
On notera de la meˆme fac¸on le diagramme associe´ pour les faisceaux de Λ-modules.
8.3.1. Faisceau associe´ a` un pre´faisceau. — Bien suˆr si F est un G-pre´faisceau le faisceau associe´
est un G-faisceau.
Lemme 8.4. — Le faisceau associe´ a` un G-pre´faisceau lisse est un G-faisceau lisse.
De´monstration. Par de´finition (cf. SGA4 expose´ II section 3) le faisceau associe´ a` F est L(LF)
ou` l’ope´ration F 7→ LF est
LF(U) = lim
−→
R∈J(U)
Hom(R,F)
ou` J(U) de´signe l’ensemble des cribles couvrants de U . Mais U e´tant quasicompact l’ensemble
des cribles engendre´s par des familles couvrantes finies est cofinal dans J(X). La limite inductive
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pre´ce´dente peut donc se calculer sur ces cribles la`. Or si le crible R est engendre´ par la famille
finie (Vα −→ U)α alors
Hom(R,F) ⊂
∏
α
F(Vα)
et e´tant donne´ (sα)α ∈
∏
αF(Vα) il existe un sous-groupe ouvert agissant discre`tement sur tous
les sα.
Exemple 8.5. — Sous l’hypothe`se du lemme pre´ce´dent le faisceau constant Λ est lisse.
Il est clair que la cate´gorie Λ − CG˜ est abe´lienne et que le foncteur j : Λ − CG˜ −→ Λ − C
˜ est
exact i.e. les noyaux et conoyaux de morphismes de G-faisceaux sont les noyaux et conoyaux des
morphismes de faisceaux sous-jacents qui sont naturellement munis d’une structure de G-faisceau.
Corollaire 8.6. — La cate´gorie Λ − CG˜−lss des G-faisceaux de Λ-modules lisses est une sous-
cate´gorie abe´lienne de Λ− CG˜ la cate´gorie de G-faisceaux de Λ-modules.
De´monstration. Il est clair qu’un sous-G-faisceau d’un G-faisceau lisse est lisse et que donc les
noyaux de morphismes dans CG˜ entre deux G-faisceaux lisses dans sont lisses. Pour les conoyaux
il suffit d’appliquer le lemme pre´ce´dent.
8.3.2. Inductions brutales. — Soit F un faisceau. On note
IndF =
∏
g∈G
F indF =
⊕
g∈G
F
les G-faisceaux munis de l’action de G par permutations (la somme directe de´finissant indF est
prise dans la cate´gorie des faisceaux, c’est le faisceau associe´ au pre´faisceau somme directe). Cela
de´finit des foncteurs C˜ Ind //
ind
// CG˜ . Ils forment avec j un triplet de foncteurs adjoints
∀F ∈ C˜ ∀G ∈ CG˜ HomC˜ (jG,F) ≃ HomC
G˜
(G, IndF)
HomC˜ (F , jG) ≃ HomCG˜(indF ,G)
Il en est de meˆme avec les faisceaux de Λ-modules. En particulier on de´duit de ces adjonctions
que Ind et j transforment faisceaux injectifs de Λ-modules en faisceaux injectifs. De plus Ind est
exact a` gauche (mais pas exact en ge´ne´ral). De cela on de´duit que la cate´gorie abe´lienne Λ − CG˜
posse`de suffisamment d’injectifs (bien suˆr le lecteur avise´ sait que (CG˜,Λ) est un topos annele´ et
que donc Λ − CG˜ posse`de suffisamment d’injectifs, mais Ind permet de construire explicitement
de tels objets injectifs a` partir de ceux de C˜).
Si F ∈ Λ− CG˜ et e de´signe un objet de C
˜ auquel l’action de G se rele`ve i.e. un e´le´ment de CG˜
(par exemple l’objet final) le complexe RΓ(e, jF) ∈ D+(Λ) est muni d’une action de G. Cependant
si
F = Γ(e,−) ◦ j : Λ− CG˜ −→ Λ[G]−Mod
e´tant donne´ que j est exact et transforme injectifs en injectifs RF = RΓ(e,−)◦j et donc le complexe
RΓ(e, jF) provient canoniquement d’un complexe dans D+(Λ[G]) via le foncteur D+(Λ[G]) −→
G− D+(Λ), G− D+(Λ) de´signant les objets de la cate´gorie de´rive´e D+(Λ) munis d’une action de
G.
L’un des buts de ce chapitre est de faire de meˆme avec les faisceaux lisses.
8.3.3. Lissification. — Soit F ∈ CG˜. On note F
lss le pre´faisceau
U 7−→ {sections lisses de F(U)}
dont on ve´rifie facilement en utilisant l’hypothe`se de quasicompacite´ des objets de C que c’est un
faisceau. Cela de´finit un foncteur
(−)lss : CG˜ −→ CG˜−lss
adjoint a` droite au foncteur i
∀F ∈ CG˜−lss ∀G ∈ CG˜ HomC
G˜
(iF ,G) ≃ HomC
G˜−lss
(F ,Glss)
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De cela on de´duit que pour les faisceaux de Λ-modules (−)lss transforme les injectifs en injectifs
et est exact a` gauche. On en de´duit le lemme suivant.
Lemme 8.7. — La cate´gorie abe´lienne Λ− CG˜−lss posse`de suffisamment d’injectifs.
En re´sume´ il y a un diagramme
CG˜−lss
  i //
k
""D
DD
DD
DD
DD
CG˜
j~
~~
~~
~~
(−)lss
yy
C˜
Ind
44
ind
MM
Remarque 8.8. — Le foncteur compose´ (−)lss ◦ Ind permet donc de construire suffisamment
d’injectifs dans Λ−CG˜−lss. Ne´anmoins en ge´ne´ral l’image par k d’un tel objet injectif n’est pas un
faisceau injectif.
8.3.4. Induction/restriction. — Soit F ∈ Ĉ un pre´faisceau. Rappelons (SGA4 expose´ III section
5) que l’on a un site C/F dont la topologie est induite par celle de C via le foncteur canonique
C/F −→ C. Rappelons e´galement que C˜/F s’identifie a` (C/F )˜ . Il y a un triplet de foncteurs
adjoints
C˜/F = (C/F )˜
j∗ //
j!
// C
˜j∗oo
ou` j∗ est le foncteur de restriction aux objets au dessus de F et j!F est le faisceau associe´ au
pre´faisceau
U 7−→ lim
−→
m∈F (U)
F(U,m)
Soit maintenant K un sous-groupe compact ouvert de G et F ∈ CK̂ un K-pre´faisceau i.e.
l’action de K sur X s’e´tend en une action sur F via F −→ X . On prendra par exemple U ∈ C, un
sous-groupe compact K tel que l’action de K se rele`ve a` U et F = hU le pre´faisceau repre´sente´
par U . Supposons de plus que F soit un K-pre´faisceau lisse. Alors la cate´gorie C/F ve´rifie
les meˆmes hypothe`ses que celle de C : pour tout U −→ F (i.e. un e´le´ment de F (U)) l’action
de K sur F se rele`ve “canoniquement” a` U sur un sous-groupe ouvert de K et de plus quitte
a` se restreindre a` des sous-groupes ouverts plus petits cette action releve´e est fonctorielle dans C/F .
On peut donc de´finir la cate´gorie (C/F )K˜−lss des K-faisceaux lisses au dessus de F . Il y a alors
un triplet de foncteurs adjoints
(C/F )K˜−lss
jK∗ //
jK!
// CG˜−lssj
∗
K
oo
ou`
– Le foncteur j∗K est le foncteur de restriction du faisceau aux objets au dessus de F et de
l’action de G a` K
– Le foncteur jK! est celui qui a` F ∈ K − (C/F )d˜isc associe⊕
Ω
j!F
ou` Ω de´signe un ensemble de repre´sentants dans G de K\G, dont on ve´rifie aise´ment qu’il
est muni d’une action lisse de G par “permutations” des e´le´ments de Ω.
– Le foncteur jK∗ associe a` F le G-faisceau lisse (
∏
Ω j∗F)
lss
ou` Ω est comme pre´ce´demment.
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De´finition 8.9. — On notera j∗K(−) = Res
G/X
K/F (−) la restriction, jK!(−) = c-ind
G/X
K/F (−) l’in-
duction compacte et jK∗ = Ind
G/X
K/F (−) l’induite lisse.
On a les formules usuelles de re´ciprocite´ de Frobenius qui traduisent les adjonctions entre nos
trois foncteurs
HomC
G˜
(c-ind
G/X
K/FF ,G) ≃ Hom(C/F )K˜ (F ,Res
G/X
K/F G)
HomCG˜(G, Ind
G/X
K/FF) ≃ Hom(C/F )K˜ (Res
G/X
K/F G,F)
et les proprie´te´s de transitivite´ usuelles lorsque K ′ ⊂ K, F ′ −→ F , l’action de K ′ se rele`ve a` F ′
en une action discre`te et est compatible a` celle de K sur F , qu’on laisse en exercice au lecteur.
Exemple 8.10. — Conside´rons les faisceaux de Λ-modules. Les G-faisceaux lisses c-ind
G/X
K/U (Λ),
pour U dans C et K agissant sur U relevant l’action de G sur X , ve´rifient
HomG(c-ind
G/X
K/U (Λ),F) ≃ F(U)
K
Ainsi si F est lisse, F(U) = lim
−→
K
F(U)K et donc les objets c-ind
G/X
K/U (Λ) forment un syste`me de
ge´ne´rateurs de la cate´gorie abe´lienne Λ− CG˜−lss.
Exemple 8.11. — Soit (Ui −→ Y )i∈I une famille finie de morphismes dans C. On ve´rifie aise´ment
que le produit fibre´ F = ×
i hY
hUi ∈ C
̂ est un K-pre´faisceau lisse pour K suffisamment petit. Alors
c-Ind
G/X
K/FΛ ve´rifie
HomG(c-Ind
G/X
K/FΛ,F) ≃ Hom(F,F)
K
8.4. Les G-faisceaux lisses forment un topos. —
Proposition 8.12. — La cate´gorie des G-faisceaux lisses CG˜−lss est un topos.
De´monstration. On applique le crite`re de Giraud (the´ore`me 1.2 de l’expose´ IV de SGA4).
L’existence de limites projectives finies ne pose pas de proble`me puisque les limites projectives
finies de G-faisceaux lisses dans la cate´gorie des faisceaux sont encore des G-faisceaux lisses.
L’existence de sommes directes quelconques ainsi que de quotients par les relations d’e´quivalence
est une conse´quence du lemme 8.4. L’existence d’une petite famille ge´ne´ratrice se de´duit des
re´sultats de la sous-section pre´ce´dente : les faisceaux lisses c-ind
G/X
K/U e ou` e est l’obet final du topos
(C/U)K˜−lss forment un syste`me de ge´ne´rateurs de CG˜−lss puisque pour tout F ∈ CG˜−lss
Hom(c-ind
G/X
K/U e,F) = F(U)
K
et F(U) = lim
−→
K
F(U)K .
Remarque 8.13. — Le topos CG˜−lss est annele´ par Λ. On en de´duit donc d’une autre fac¸on que
la cate´gorie Λ− CG˜−lss posse`de suffisamment d’injectifs.
Remarque 8.14. — Les limites projectives quelconques, non-finies, dans le topos CG˜−lss se cal-
culent de la fac¸on suivante : lim
←−
i∈I
Fi dans CG˜−lss est e´gal a` ( lim←−
i∈I
Fi)lss, la partie lisse de la limite
projective des faisceaux usuels.
8.5. Le complexe de cohomologie d’un G-faisceau lisse. —
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8.5.1. Comple´ments sur la cohomologie de Cech. — Dans cette sous-section on oublie momen-
tane´ment les notations pre´ce´dentes. On reprend ici le formalisme du complexe de Chech de´veloppe´
dans l’expose´ V de SGA4 au cas d’un recouvrement (Ui −→ X) pour lequel les produits fibre´s
Ui1 ×X · · · ×X Uip n’existent pas.
Soit donc C une cate´gorie, Λ un anneau et (Ui −→ X)i une famille finie de morphismes dans C.
On note R ∈ Ĉ le crible de X engendre´ par cette famille. Il y a un couple de foncteurs adjoints
(j!, j
∗) :
∐
i∈I
Ĉ/Ui −→ Ĉ/R
On note Λ ∈ Ĉ/R le pre´faisceau constant.
A` un tel couple de foncteurs adjoints est associe´ un complexe simplicial de Λ-modules (cf. [19]
chapitre I section 1.5) D•
Dp
// //// Dp+1 . . .
//
// D0
Dp = (j!j
∗) ◦ · · · ◦ (j!j
∗)︸ ︷︷ ︸
−p+1 fois
Λ
dont les fle`ches simpliciales sont donne´es par les applications d’adjonction. De plus ce complexe
est augmente´ ver Λ, D• −→ Λ.
Lemme 8.15. — D• −→ Λ est une re´solution projective de Λ dans Ĉ/R.
De´monstration. La famille (Ui −→ R)i∈I e´tant e´pimorphique vers l’objet final de C
̂/R il suffit
de montrer que j∗D• −→ j∗Λ est une re´solution. Mais le complexe [j∗D• −→ j∗Λ] est homotope
a` ze´ro (cf. [19] chapitre I section 1.5). Les Dp sont projectifs car j! et j
∗, posse´dant tous deux un
adjoint a` droite, envoient projectifs sur projectifs.
Si κ : Ĉ/R −→ Ĉ , ΛR = κ!Λ on obtient donc une re´solution projective
[C• −→ ΛR] = κ![D
• −→ Λ]
On a concre`tement en notant ∀{i1, . . . , ip} ⊂ I
ΛhUi1×R···×RhUip
= δ!Λ ou` δ : C
̂/hUi1 ×R · · · ×R hUip −→ Ĉ
ou` comme d’habitude hY de´signe le pre´faisceau repre´sente´ par Y , ce qui peut encore se re´crire
ΛhUi1×R···×RhUi1
= ΛUi1 ⊗ΛR · · · ⊗ΛR ΛUip
C−p+1 =
⊕
{i1,...,ip}⊂I
ΛhUi1×R···×RhUip
Si F ∈ Λ− Ĉ est un pre´faisceau de Λ-modules on peut donc calculer
∀q ≥ 0 Hq(R,F ) = ExtqΛ(ΛR, F ) = H
q(HomΛ(C
•, F ))
ou` Hq(R,−) de´signe la cohomologie dans le topos Ĉ .
Supposons maintenant que C est un site et soit F ∈ Λ−C˜ un faisceau de Λ-modules. On note
comme dans l’expose´ V de SGA4 H0 : C˜ −→ Ĉ le plongement canonique. On a alors
Hq(R,H0(F)) = Hq(Hom(C•,H0(F))) = Hq(Hom(aC•,F))
ou` aC• est le complexe de faisceaux associe´ au complexe de pre´faisceaux C•. Ce complexe se
calcule comme pre´ce´demment en remplac¸ant Ĉ par C˜ , les cate´gories Ĉ/(−) par C˜/(−) et les
foncteurs (j!, j
∗) par leurs analogues faisceautiques.
Rappelons que si F ∈ Ĉ alors C˜/F = C˜/aF . E´tant donne´ que aR = X on en de´duit que
aC−p+1 =
⊕
{i1,...,ip}⊂I
ΛhUi1×hX ···×hX hUip
=
⊕
{i1,...,ip}⊂I
ΛUi1 ⊗ΛX
. . . ⊗
ΛX
ΛUip
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8.6. Le the´ore`me d’acyclicite´. — On reprend maintenant les hypothe`ses des sections
ante´rieures.
Hypothe`ses : On suppose que si (Ui −→ Y )i∈I est une famille couvrante finie alors
∀p ∀{i1, . . . , ip} ⊂ I le pre´faisceau hUi1 ×hY · · · ×hY hUip est quasicompact dans C
̂ muni
de la topologie de´finie dans la section 5 de l’expose´ II de SGA4. Cette dernie`re condition,
ve´rifie´e par exemple si la topologie sur C est induite par une pre´topologie, signifie qu’il
existe une famille finie (Vα −→ hUi1 ×hY · · · ×hY hUip )α ou` Vα ∈ C telle que ∀F ∈ C
˜
Hom(hUi1 ×hY · · · ×hY hUip ,F) →֒
∏
αF(Vα).
The´ore`me 8.16. — Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes si F ∈ Λ − CG˜−lss est un G-faisceau lisse
de Λ-modules injectif alors le faisceau sous-jacent de Λ-modules est flasque.
De´monstration. Soit (Ui −→ Y )i∈I une famille couvrante finie. Soit R le crible de Y engendre´
par cette famille. D’apre`s la proposition 4.3 de l’expose´ V de SGA4 on doit montrer que
∀q > 0 Hq(R,H0(F)) = 0
Utilisons les re´sultats et notations de la sous-section pre´ce´dente pour e´crire
Hq(R,H0(F)) = Hq(HomΛ−C˜ (aC•,F))
ou` aC−p+1 =
⊕
{i1,...,ip}⊂I
ΛhUi1×hX ···×hX hUip
. Soit donc {i1, . . . , ip} ⊂ I et F = hUi1 ×hX · · ·×hX
hUip ∈ C
̂ . Conside´rons des sous-groupes compacts ouverts K suffisamment petits tels que l’action
de K sur X s’e´tende a` chacun des Ui et donc a` F . Un tel sous-groupe K agit sur
F(F ) = HomΛ−C˜ (ΛF ,F)
Il y a une application injective
lim
−→
K
F(F ) →֒ F(F )
Cette application est bijective car si (Vα −→ F )α est une famille finie comme dans les hypothe`ses
de cette section alors F(F ) →֒
∏
αF(Vα) et ∀α F(Vα) =
⋃
K F(Vα)
K . . Donc
Hom(aC•,F) = lim
−→
K
Hom(aC•,F)K
La limite inductive e´tant filtrante il suffit de montrer que ∀K suffisamment petit Hom(aC•,F)K
est acyclique en degre´ > 0.
Soit donc K petit. On a un couple de foncteurs adjoints comme dans la section 8.3.4
(jK!, j
∗
K) :
∐
i∈I
(C/Ui)K˜−lss −→ CG˜−lss
d’ou` une re´solution dans Λ− CG˜−lss
N• −→ Λ
N−p+1 = (jK!j
∗
K) ◦ · · · ◦ (jK!j
∗
K)︸ ︷︷ ︸
p− fois
=
⊕
{i1,...,ip}⊂I
c-ind
G/X
K/hUi1
×hX ···×hX hUip
Λ
et HomΛ−C˜ (aC•,F)K = HomΛ−C
G˜−lss
(N•,F). D’ou` le re´sultat.
8.7. Cohomologie des G-faisceaux lisses. —
The´ore`me 8.17. — Supposons les hypothe`ses de la section pre´ce´dente ve´rifie´es. Soit F ∈ Λ −
CG˜−lss un G-faisceau de Λ-modules lisse. Alors ∀U ∈ C ∀q ≥ 0 le Λ[G]-module H
q(U,F) est lisse.
De plus le foncteur
Λ− CG˜−lss −→ G− D
+(Λ)
F 7−→ RΓ(U,F)
se factorise de fac¸on canonique par D+(Λ[G]lss) en un foncteur F 7−→ RΓG(U,F).
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De´monstration. Il suffit d’appliquer le the´ore`me pre´ce´dent et d’e´crire le foncteur de´rive´ comme
foncteur compose´. Plus pre´cise´ment, le foncteur
F : Λ− CG˜−lss −→ Λ[G]−Modlss
F 7−→ Γ(U,F)
se factorise en F = G ◦ k ou` k est le foncteur exact de l’inclusion de Λ − CG˜−lss dans Λ − C
˜ et
G = Γ(U,−). D’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent RF = RG ◦ k.
8.8. Faisceaux lisses sur une tour forme´e par un pro-torseur. — Soit C un site.
Soit G un groupe fini et Y
p
−→ X un G-torseur au dessus de X dans C. Rappelons qu’il y a une
e´quivalence
Faisceaux sur X
∼
−−→ Faisceaux G− e´quivariants sur Y
F 7−→ p∗F
ou` G-e´quivariant signifie une action compatible a` celle de G sur Y (ce que les adeptes des champs
notent [G\Y ] = X). L’e´quivalence inverse est donne´e par
G 7−→ (p∗G)
G
Le but de cette section est de ge´ne´raliser cela aux pro-torseur sous un groupe profini.
Exemple 8.18. — Avant de nous lancer expliquons de que l’on veut faire dans un cas partic-
ulie`rement simple. Soit k un corps de cloˆture se´parable k et X un k-sche´ma de type fini. Le topos
e´tale de Xk s’identifie a` la limite projective des topos e´tales XL ou` L|k parcourt les extensions
galoisiennes de degre´ fini. En effet, le site e´tale de Xk s’identifie a` la limite inductive des sites XL,
L|k galois finie, au sens ou` les Xk-sche´mas e´tales (quasicompacts) sont les germes de XL-sche´mas
e´tales lorsque L varie et un morphisme de germe est couvrant en un niveau suffisamment grand
ssi il le devient sur Xk. Les faisceaux e´tales sur X s’identifient alors via p
∗ ou` p : Xk −→ X
aux faisceaux e´tales sur Xk munis d’une action de Gal(k|k) compatible a` celle de Gal(k|k) sur
Xk qui est discre`te au sens ou` les sections sur un sche´ma e´tale quasicompact ont un stabilisateur
ouvert. La condition est une condition de continuite´ sur la donne´e de descente relativement au
pro-Gal(k|k)-torseur Xk −→ X .
Soit donc G un groupe profini et (Gi)i≥0 une famille de´croissante de sous-groupes ouverts
distingue´s dans G telle que
⋂
i≥0Gi = {e} et G0 = G. Supposons nous donne´ une tour dans C
. . . −→ Xi+1 −→ Xi −→ . . . −→ X0
ou` l’on notera ∀i ≥ j ϕij : Xi −→ Xj . Supposons que cette tour est munie d’une action de G au
sens ou` ∀i G/Gi agit sur Xi et ∀i ≥ j le morphisme Xi −→ Xj est compatible a` ces actions via
G/Gi ։ G/Gj .
Supposons de plus que ∀i l’action de G/Gi sur Xi fasse de Xi un G/Gi-torseur au dessus de
X0 (et donc ∀i ≥ j Xi −→ Xj est un Gi/Gj-torseur).
Conside´rons le syste`me projectif de topos
. . . −→ C˜/Xi+1 −→ C˜/Xi −→ . . . −→ C˜/X0
ou` rappelons que les topos C˜/Ui s’identifient aux (C/Ui)˜ . La limite projective de ce syste`me
T∞ = lim
←−
i≥0
(C˜/Xi) est la cate´gories des syste`me (Fi)i≥0, Fi ∈ C˜/Xi, munis d’isomorphisme
cij : ∀i ≥ j ϕij∗Fi
∼
−−→ Fj ve´rifiant une condition de cocyle.
Il y a une “action” de G sur T∞ au sens ou` pour tout tout g ∈ G il y a une e´quivalence de
topos αg : T∞ −→ T∞ de´finie par αg = (g∗, g∗) ou` g∗((Fi)i, (cij)i≥j) = ((g∗Fi)i, (g∗(cij))i≥j)
ve´rifiant ∀g, g′ ∈ G il a une transformation naturelle αgg′
∼
−−→ αg ◦ αg′ satisfaisant la condition
une condition de cocyle. On peut donc de´finir
G− T∞
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la cate´gorie des G-objets dans T∞ comme e´tant les A ∈ T∞ munis d’isomorphismes ∀g ∈
G g∗A
∼
−−→ A satisfaisant une condition de cocyle. On ve´rifie qu’en fait
G− T∞
∼
−−→ lim
←−
i≥0
(C/Xi)G˜
On remarquera qu’il faudra faire attention a` ne pas prendre (C/Xi)G˜/Gi mais bien (C/Xi)G˜ et
que (C/Xi)G˜ est par de´finition la cate´gorie des faisceaux G-e´quivariants au dessus de Xi au sens
ou` l’action est compatible l’action de G sur Xi via G։ G/Gi ; en particulier un F ∈ (C/Xi)G˜ est
muni d’une action “abstraite” de Gi.
Pour tout i ≥ 0 l’objet Xi muni de son action de G via G։ G/Gi ve´rifie les hypothe`ses de la
section 8.1 puisque Gi agit trivialement sur Xi. On peut donc de´finir (C/Xi)G˜−lss la cate´gorie des
G-faisceaux lisses. Un F ∈ (C/Xi)G˜−lss est lisse ssi le faisceau muni d’une action de Gi Res
G/Xi
Gi/Xi
F
l’est.
Lemme 8.19. — Soit (Fi)i≥0 ∈ G− T∞ ou` ∀i Fi ∈ (C/Xi)G˜. Sont e´quivalents
– ∀i Fi est lisse
– F0 est lisse
De´monstration. Supposons F0 lisse. On a un isomorphisme ∀i F0
∼
−−→ ϕi0∗Fi. Donc, si K ⊂ Gi,
K agissant trivialement sur Ui
FK0
∼
−−→ ϕi0∗(F
K
i )
(puisque ϕi0∗ est le foncteur image directe d’un morphisme de topos il commute aux limites
projectives quelconques et donc aux invariants sous K). Le faisceau Fi est lisse ssi
α : lim
−→
K⊂Gi
FKi →֒ Fi
est un isomorphisme. Il y a un diagramme
lim
−→
K
FK0 ≃ //
≃
&&MM
MM
MM
MM
MM
MM
lim
−→
K
ϕi0∗(F
K
i ) ≃ // ϕi0∗( lim−→
K
FKi )
ϕi0∗(α)

F0
≃ // ϕi0∗Fi
(ou` ϕi0∗ commute aux limites inductives car Xi −→ X0 e´tant un torseur sous un groupe fini
ϕi0∗“ = ϕi0! “ est adjoint a` gauche de ϕ
∗
i0“ = ϕ
!
i0“). Donc ϕi0∗(α) est un isomorphisme ce qui
implique que α en est un puisque ϕi0 est couvrant.
Par de´finition on notera (G − T∞)lss les syste`mes projectifs de faisceaux satisfaisant les hy-
pothe`ses du lemme pre´ce´dent.
The´ore`me 8.20. — Supposons que tout objet de C est quasicompact. Il y a alors une e´quivalence
de cate´gories entre (G − T∞)lss, les faisceaux en niveau infini munis d’une action lisse de G
compatible a` l’action sur la tour, et (C/X0)
˜ , les faisceaux sur la base de la tour.
De´monstration. Soit (Fi)i≥0 un objet de (G − T∞)lss ou` ∀i Fi est muni d’une action de G
compatible a` celle de G/Gi sur Xi. Associons lui F
G
0 ∈ (C/X0)
˜ le faisceau des invariants de F0
sous G.
Re´ciproquement, e´tant donne´ G ∈ (C/X0)˜ posons
∀i ≥ 0 Fi = lim
−→
j≥i
ϕji∗ϕ
∗
j0G
E´tant donne´ que ϕ∗j0G est muni d’une action de G/Gj compatible a` celle de sur Xj si j ≥ i
le faisceau ϕji∗ϕ
∗
jiG est muni d’une action de G/Gj compatible a` l’action de G/Gj sur Xi via
G/Gj ։ G/Gi. De plus Fi est lisses comme limite inductive de faisceaux lisses (lemme 8.4).
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Reste a` voir que cela de´finit bien des e´quivalences inverses.
Si (Fi)i ∈ (G− T∞)l˜ss, Fi e´tant lisse
Fi = lim
−→
j≥i
F
Gj
i
L’isomorphisme Fi
∼
−−→ ϕji∗Fj induit F
Gj
i
∼
−−→ ϕji∗(F
Gj
j ). Le faisceau F
Gj
j sur Xj est muni d’une
action de G/Gj compatible a` celle sur Xj . D’apre`s les rappels du de´but de cette section, puisque
Xj −→ X0 est un G/Gj-torseur, cela implique
F
Gj
j ≃ ϕ
∗
j0
[
ϕj0∗(F
Gj
j )
]G/Gj
= ϕ∗j0
(
(ϕj0∗Fj)
G
)
≃ ϕ∗j0(F
G
0 )
Donc au final
Fi ≃ lim
−→
j≥i
ϕji∗ϕ
∗
j0(F
G
0 )
Dans l’autre sens si G ∈ (C/X0)˜ , soit
F0 = lim
−→
i≥0
ϕi0∗ϕ
∗
i0G
Utilisant l’hypothe`se de quasicompacite´ on ve´rifie que le pre´faisceau limite inductive pre´ce´dent est
se´pare´. On en de´duit alors en utilisant la de´finition du faisceau associe´ a` un pre´faisceau se´pare´
couple´e a` l’hypothe`se de quasicompacite´ que
FG0 = lim
−→
i≥0
[
(ϕi0∗ϕ
∗
i0G)
G
]
= lim
−→
i≥0
[
(ϕi0∗ϕ
∗
i0G)
G/Gi
]
= lim
−→
i≥0
G = G
9. Cohomologie a` support compacte e´quivariante-lisse des espaces analytiques de
Berkovich
Soit X un K-espace analytique de Berkovich paracompact. L’espace X ve´rifie cette hypothe`se
si par exemple X = Xan ou` X est un sche´ma formel localement formellement de type fini sur
Spf(OK). On fixe un anneau Λ qui servira comme coefficients.
9.1. Les quatre suites spectrales de cohomologie de Cech permettant de calculer la
cohomologie a` support compact. — On note Xe´t le site e´tale de X tel que de´fini dans [4].
The´ore`me 9.1. — Soit F un faisceau de Λ-modules sur Xe´t.
– Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X tel que ∀i {j | Uj ∩ Ui 6= ∅} soit fini. Il y a alors
une suite spectrale concentre´e dans le cadrant (p ≤ 0, q ≥ 0)
Epq1 =
⊕
α⊂I
|α|=−p+1
Hqc (U(α),F) =⇒ H
p+q
c (X,F)
ou` U(α) =
⋂
i∈α Ui.
– Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert localement fini de X tel que ∀i Ui soit compact. Il y a
alors une suite spectrale concentre´e dans le cadran (p ≥ 0, q ≥ 0)
Epq1 =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Hq(U(α),F) =⇒ Hp+qc (X,F)
ou` U(α) =
⋂
i∈α Ui.
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– Soit (Wi)i∈I un recouvrement localement fini de X forme´ de domaines analytiques ferme´s
compacts. Il y a alors une suite spectrale concentre´e dans le cadran (p ≥ 0, q ≥ 0)
Epq1 =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Hq(W (α),F) =⇒ Hp+qc (X,F)
ou` W (α) =
⋂
i∈αWi.
– Sous les meˆmes hypothe`ses que pre´ce´demment, supposant de plus que les inte´rieurs
◦
Wi re-
couvrent X, il y a une suite spectrale concentre´e dans le cadran (p ≤ 0, q ≥ 0)
Epq1 =
⊕
α⊂I
|α|=−p+1
HqW (α)(X,F) =⇒ H
p+q
c (X,F)
De´monstration. On conside`re les deux morphismes surjectifs
j :
∐
i∈I
Ui −→ X i :
∐
i∈I
Wi −→ X
auxquels sont associe´s quatre couples de foncteurs adjoints (j!, j
∗) pour la premie`re suite spectrale,
(j∗, j∗) pour la seconde, (i
∗, i∗) pour la troisie`me et (i∗, i
!) pour la dernie`re. Soit G un faisceau
de Λ-modules sur Xe´t. A` chacun de ces couples de foncteurs adjoints est associe´ une re´solution
simpliciale, C• −→ F , ou co-simpliciale, G −→ C• ou` si jα : U(α) −→ X , iα :W (α) −→ X ,
Cp =
⊕
α⊂I
|α|=−p+1
jα!j
∗
αG Γc(X,C
p) =
⊕
α⊂I
|α|=−p+1
Γc(U(α),G)
pour la premie`re suite spectrale
Cp =
∏
α⊂I
|α|=p+1
jα∗j
∗
αG Γc(X,C
p) =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Γ(U(α),G)
pour la seconde (utiliser l’hypothe`se que les U i sont compacts et les Ui localement finis pour voir
que Γc(X,C
p) ⊂ Γ(X,Cp) =
∏
|α|=p+1 Γ(U(α),G) est le sous-module forme´ par la somme directe),
Cp =
∏
α⊂I
|α|=p+1
iα∗i
∗
αG Γc(X,G) =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Γ(W (α),G)
pour la troisie`me,
Cp =
∏
α⊂I
|α|=−p+1
iα∗i
!
αG Γc(X,C
p) =
⊕
α⊂I
|α|=−p+1
ΓW (α)(X,G)
pour la dernie`re (pour ve´rifier que cette dernie`re est une re´solution il faut utiliser que lorsqu’on
lui applique i! elle devient une re´solution et que puisque les inte´rieurs des Wi recouvrent X cela
implique que c’est une re´solution).
Soit π : X ˜´et −→ |X |˜ la projection du topos e´tale sur celui de l’espace paracompact |X |.
Rappelons qu’un faisceau H sur Xe´t est dit mou si sa projection π∗H est un faisceau mou au sens
de Godement et si ∀x ∈ X le module galoisien lisse Hx = i∗xH, ix : M(K(x)) −→ X , est flasque.
Si H est mou alors ∀i > 0 Riπ∗H = 0 graˆce a` l’hypothe`se sur les fibres, et π∗H est Γc(|X |,−)-
acyclique. Les faisceaux mous sur Xe´t sont donc Γc(X,−)-acycliques. Tout faisceau injectif est
mou. On notera e´galement que la notion d’eˆtre mou est une notion locale sur |X |.
Soit G un faisceau de Λ-modules injectif.
– Pour la premie`re suite spectrale
⊕
α⊂I
|α|=−p+1
jα!j
∗
αG est un faisceau mou car une somme directe
finie de faisceaux mous est molle, la notion de mollesse est locale sur |X |, les (Ui)i sont
localement finis donc la somme directe pre´ce´dente est localement une somme finie et enfin pour
une immersion ouverte ϕ : V →֒ X ϕ∗ et ϕ! transforment faisceaux mous en faisceaux mous.
On de´duit e´galement de ces arguments que ∀α j∗αG e´tant mou est Γc(U(α),−)-acyclique.
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– Pour la seconde suite spectrale
∏
α⊂I
|α|=p+1
jα∗j
∗
αG est un faisceau injectif comme produit de
faisceaux injectifs (si ϕ : V →֒ X est une immersion ouverte alors ϕ∗, resp. ϕ∗, a comme
adjoint a` gauche ϕ!, resp. ϕ
∗, donc ϕ∗ et ϕ∗ envoient les injectifs sur des injectifs). De meˆme
∀α j∗aG est injectif.
– Pour la troisie`me Cp =
∏
α⊂I
|α|=p+1
iα∗i
∗
αG est mou car la notion de mollesse est locale sur |X |,
localement sur |X | le produit pre´ce´dent est fini, si ϕ : Z →֒ X est l’immersion de´finie par un
domaine analytique compact alors ϕ∗ et ϕ∗ = ϕ! conservent la mollesse. De meˆme ∀α i∗αG
e´tant mou et W (α) compact il est Γ(W (α),−)-acyclique.
– Enfin pour la dernie`re suite spectrale Cp =
∏
α⊂I
|α|=−p+1
iα∗i
!
αG est injectif comme produit d’in-
jectifs puisque si ϕ : Z →֒ X alors ϕ∗ et ϕ!, qui posse`dent tous deux des adjoints a` gauche,
envoient injectifs sur injectifs. De meˆme ∀α i!αG est injectif.
Les re´solutionsC•(G) sont fonctorielles en G. Si F −→ I• est une re´solution injective le complexe
total du complexe double Γc(X,C
•(I•)) fournit les suites spectrales voulues.
9.2. Le site quasi-e´tale de X et cohomologie a` support compact. — On note Xe´t le
site e´tale de X , Xqe´t son site quasi-e´tale ([5]) et enfin Xqe´tc le site quasi-e´tale compact qui est le
“sous-site” de Xqe´t forme´ des morphismes quasi-e´tales U −→ X avec U compact.
Il y a un morphisme de sites Xqe´t −→ Xe´t qui induit un morphisme de topos ([5] section 3)
(µ∗, µ∗) : Xq˜e´t −→ X
˜´
et
Il y a e´galement un morphisme de sites Xqe´t −→ Xqe´tc qui induit une e´quivalence de topos
Xq˜e´t
∼
−−→ Xq˜e´tc
On en de´duit un morphisme de topos
(ν∗, ν∗) : Xq˜e´tc −→ X
˜´
et
auquel s’appliquent tous les re´sultats de la section 3 de [5] concernant (µ∗, µ∗).
Concre`tement si F est un faisceau sur Xe´t et f : W −→ X quasi-e´tale avec W compact
on a Γ(W, ν∗F) = Γ(W, f∗F). Si G est un faisceau sur Xqe´tc et f : U −→ X est e´tale alors
Γ(U, ν∗G) = lim
←−
W⊂U
Γ(W,F) ou` W parcourt les domaines analytiques compacts dans U .
Remarque 9.2. — Si Xrig est l’espace rigide associe´ a` X ([4] section 1.6) alors Xq˜e´t s’identifie
au topos rig-e´tale de Xrig. Le foncteur µ∗ est pleinement fide`le d’image essentielle les faisceaux
rig-e´tale surconvergents. De meˆme si Xad de´signe l’espace adique sur Spa(OK ,K) associe´ a` X
([17] section 8.3) alors Xq˜e´t s’identifie au topos e´tale de X
ad et X ˜´et au topos e´tale partiellement
propre de Xad. Dans le cadre des espaces adiques le morphisme de topos (µ∗, µ∗) est alors celui
note´ θX dans le chapitre 8 de [17].
Proposition 9.3. — Soit F un faisceau de Λ-modules sur Xe´t tel que ν∗F soit flasque sur Xqe´tc.
Alors F est RΓc(X,−)-acyclique.
De´monstration. Appliquons la troisie`me suite spectrale du the´ore`me 9.1 dont on reprend les
notations. L’espace X e´tant paracompact il existe un recouvrement (Wi)i∈I tel que dans les hy-
pothe`ses de ce the´ore`me. De plus ∀α ⊂ I de cardinal fini
∀q > 0 Hq(W (α),F) = Hq(W (α), ν∗F)
([5] the´ore`me 3.3) qui est nul puisque W (α) est dans Xqe´tc.
Proposition 9.4. — Soit F un faisceau flasque sur Xqe´tc. Alors F est ν∗-acyclique.
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De´monstration. Pour q > 0 le faisceau Rqν∗F est le faisceau associe´ au pre´faisceau qui a`
f : U −→ X e´tale associe Hq(Uqe´tc, f∗F). Mais tout point d’un tel U posse`de un voisinage
W ⊂ U ou` W −→ X est dans Xqe´tc. Alors Hq(Wqe´tc, (f∗F)|W ) = H
q(W,F) = 0.
Proposition 9.5. — Soit F un faisceau flasque sur Xqe´tc. Alors ν∗F est RΓc(X,−)-acyclique et
ν∗ν∗F est flasque sur Xqe´tc.
De´monstration. D’apre`s la proposition 9.9 il suffit de montrer que ν∗ν∗F est flasque. Mais si
f : W −→ X est un morphisme dans Xqe´tc alors Hq(W, ν∗ν∗F) = Hq(W, ν∗(f∗F)) = Hq(W,F)
d’apre`s la proposition pre´ce´dente.
Corollaire 9.6. — Soit F un faisceau de groupes abe´liens sur Xe´t tel que ν∗F soit flasque sur
Xqe´tc. Alors F est mou.
De´monstration. Soit x ∈ X et ix :M(K(x)) −→ X . Alors on a une e´galite´ de modules galoisiens
i∗xF = i
∗
xν
∗F qui est donc flasque. Soit maintenant U un ouvert de X et K ⊂ |U | un compact.
On doit montrer que l’application Γ(U,F) −→ Γ(K,F) est surjective ou` K est vu comme germe
d’espace analytique dans X au sens de la section 3.4 de [5]. Mais il y a une suite exacte
0 −→ Γc(U \K,F ) −→ Γc(U,F) −→ Γ(K,F) −→ H
1
c (U \K,F)
Le terme de droite est nul d’apre`s la proposition pre´ce´dente.
9.3. Faisceaux e´quivariants lisses. — On applique maintenant le formalisme de la section 8.
Soit G un groupe topologique posse´dant un sous-groupe ouvert profini et agissant continuˆment
sur X au sens de la section 6 de [5]. D’apre`s le the´ore`me 7.1 de [5] le site Xqe´tc satisfait aux
hypothe`ses de la section 8. On note Xq˜e´tc−G−lss le topos des faisceaux G-e´quivariants lisses sur
Xqe´tc.
De´finition 9.7. — On note X ˜´et−G−lss la cate´gorie des G-faisceaux sur Xe´t tels que ν∗F soit
lisse.
En d’autres termes un G-faisceau e´tale F est lisse ssi ∀f :W −→ X quasi-e´tale avecW compact
et K un sous-groupe compact ouvert de G dont l’action se rele`ve a` W le K-ensemble Γ(W, f∗F)
est lisse.
Lemme 9.8. — La cate´gorie Λ−X ˜´et−G−lss est abe´lienne et posse`de suffisamment d’injectifs. Elle
s’identifie a` l’image essentielle par ν∗ de Λ−Xq˜e´tc−G−lss.
De´monstration. Le fait que la cate´gorie soit abe´lienne re´sulte de l’exactitude de ν∗ et de ce que
Λ−Xq˜e´tc−G−lss est abe´lienne (corollaire 8.6). L’assertion concernant l’image essentielle re´sulte de
ce que l’adjonction Id −→ ν∗ν∗ est un isomorphisme ([5] corollaire 3.5). L’assertion concernant
les injectifs re´sulte de ce que Λ − Xqe´tc−G−lss posse`de suffisamment d’injectifs (lemme 8.7), si
F ∈ Λ − Xqe´tc−G−lss et u : ν∗F →֒ I est un plongement de ν∗F dans un injectif alors F
∼
−−→
ν∗ν
∗F −→ ν∗I est un morphisme vers un objet injectif. Ce morphisme est un monomorphisme
car si H = ker ν∗u alors ν∗ e´tant exact il y une suite exacte
0 −→ ν∗H −→ ν∗F −→ ν∗ν∗I −→ I
et donc ν∗H = 0 ce qui implique H = 0.
Comme corollaire de la de´monstration pre´ce´dente on a.
Corollaire 9.9. — Si F ∈ Λ −X ˜´et−G−lss et ν∗F −→ I• est une re´solution injective dans Λ −
Xq˜e´tc−G−lss alors
F −→ ν∗I
•
en est une dans Λ−X ˜´et−G−lss et de plus les faisceaux ν∗I• sont mous.
Proposition 9.10. — La cate´gorie Xe´t−G−lss est un topos.
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De´monstration. L’assertion concernant l’existence de limites projectives finies, de limites in-
ductives quelconques et de “bons” quotients par des relations d’e´quivalence re´sulte du cas de
Xqe´tc−G−lss puisque ν
∗ commute a` ces ope´rations. Reste a` exhiber un petit syste`me de ge´ne´rateurs.
Pour cela remarquons que les ouverts e´tales distingue´s engendrent la topologie de Xe´t. Maintenant
si f : U −→ X est un morphisme e´tale avec U distingue´, c’est a` dire il existe une factorisation
U →֒W −→ X avec W −→ X quasi-e´tale, W compact et W \U un domaine analytique compact
alors pour un sous-groupe compact-ouvert K suffisamment petit dans G l’action de K se prolonge
a` U et F(U) = lim
−→
K
F(U)K . Si hU de´signe le faisceau repre´sente´ par U sur Xe´t on peut alors
former comme dans la section 8.3.4 le faisceau induit
c-ind
G/X
K/UhU =
⊕
K\G
f!hU
ou` f! de´signe les images a` support propre au sens de [4]. Il est alors aise´ de voir que cela forme un
syste`me de ge´ne´rateurs.
Remarque 9.11. — Les limites projectives quelconques, non-finies, dans X ˜´et−H−lss se calculent
de la fac¸on suivante : si (Fi)i∈I est un syste`me projectif de G-faisceau e´tales lisses alors sa limite
projective est
ν∗
( lim
←−
i∈I
ν∗Fi)
lss

ou` la limite projective dans l’expression pre´ce´dente est prise dans la cate´gorie des faisceaux sur le
site quasi-e´tale.
9.4. Le complexe de cohomologie lisse. — Reprenons les hypothe`ses de la section
pre´ce´dente.
The´ore`me 9.12. — Soit F un G-faisceau de Λ-modules lisse sur Xe´t. Alors ∀q ≥ 0 Hqc (X,F)
est un G-module lisse. De plus le foncteur
Λ−X ˜´et−G−lss −→ G− D+(Λ)
F −→ RΓc(X,F)
ou` G− D+(Λ) est la cate´gorie forme´e des objets de D+(Λ) munis d’une action de G, se factorise
de fac¸on canonique en un foncteur
RΓc−G(X,−) : Λ−X
˜´
et−G−lss −→ D
+(Λ[G]lss)
ou` D+(Λ[G]lss) de´signe la cate´gorie de´rive´e des Λ-modules munis d’une action lisse de G. Ce
foncteur est le foncteur de´rive´ de Γc(X,−) : Λ−X ˜´et−G−lss −→ Λ[G]lss.
De´monstration. Comme dans la troisie`me suite spectrale du the´ore`me 9.1 si (Wi)i est comme
dans l’e´nonce´ de ce meˆme the´ore`me il y a un plongement
Γc(X,F) →֒
⊕
i∈I
Γ(Wi,F) =
⊕
i∈I
Γ(Wi, ν
∗F)
et donc si F est lisse Γc(X,F) est un G-module lisse. D’apre`s le corollaire 9.9 il suffit alors de
montrer que si I est un injectif de Λ−Xq˜e´tc−G−lss alors ν∗I est Γc(X,−)-acyclique. Mais d’apre`s
le the´ore`me 8.16 le faisceau I sur Xqe´tc est flasque. Il suffit alors d’appliquer la proposition 9.5.
9.5. Les quatre re´solutions/suites spectrales permettant de calculer la cohomologie
a` support compact e´quivariantes lisse. — Comme pre´ce´demment X est muni d’une action
continue de G. Rappelons qu’un ouvert U de X est dit distingue´ s’il s’e´crit U = W1 \W2 ou`
W1,W2 sont deux domaines analytiques compacts dans X . Un tel ouvert est stabilise´ par un
sous-groupe ouvert de G.
Le the´ore`me qui suit fait suite au the´ore`me 9.1.
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The´ore`me 9.13. — Soit F un G-faisceau lisse de Λ-modules sur Xe´t. Soit ν∗F −→ I• une
re´solution injective de F dans Λ−Xqe´tc−G−lss et F −→ ν∗I• la re´solution injective associe´e dans
Λ−Xe´t−G−lss (proposition 9.9). Notons F −→ J • cette re´solution.
– Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X tel que ∀i {j | Uj ∩Ui 6= ∅} soit fini. Supposons ce
recouvrement invariant sous G au sens ou` ∀g ∈ G ∀i ∈ I ∃j ∈ I g.Ui = Uj. Il y a alors un
isomorphisme dans D+(Λ[G]lss)
RΓc−G(X,F) ≃ Tot D
•(J •)
ou` G 7−→ D•(G) est le complexe simplicial fonctoriel en G
Dp(G) =
⊕
α⊂I
|α|=−p+1
Γc(U(α),G)
A` cette re´solution est associe´ la suite spectrale de Λ[G]-modules lisses
Epq1 = H
q
c (U(α),F) =⇒ H
p+q
c (X,F)
– Soit (Ui)i∈I un recouvrement invariant sous G localement fini de X par des ouverts distingue´s.
Il y a alors un isomorphisme dans D+(Λ[G]lss)
RΓc−G(X,F) ≃ Tot D
•(J •)
ou` G 7−→ D•(G) est le complexe co-simplicial fonctoriel en G
Dp(G) =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Γ(U(α),G)
A` cette re´solution est associe´ la suite spectrale de Λ[G]-modules lisses
Epq1 = H
q(U(α),F) =⇒ Hp+qc (X,F)
– Soit (Wi)i∈I un recouvrement invariant sous G localement fini de X par des domaines ana-
lytiques compacts. Il y a alors un isomorphisme dans D+(Λ[G]lss)
RΓc−G(X,F) ≃ Tot D
•(J •)
ou` G 7−→ D•(G) est le complexe co-simplicial fonctoriel en G
Dp(G) =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Γ(W (α),G)
A` cette re´solution est associe´ la suite spectrale de Λ[G]-modules lisses
Epq1 = H
q(W (α),F) =⇒ Hp+qc (X,F)
– Soit (Wi)i∈I un recouvrement invariant sous G localement fini de X par des domaines analy-
tiques compacts tel que les (
◦
W i)i recouvrent X. Il y a alors un isomorphisme dans D+(Λ[G]lss)
RΓc−G(X,F) ≃ Tot D
•(J •)
ou` G 7−→ D•(G) est le complexe simplicial fonctoriel en G
Dp(G) =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
ΓW (α)(X,G)
A` cette re´solution est associe´ la suite spectrale de Λ[G]-modules lisses
Epq1 = H
q
W (α)(X,F) =⇒ H
p+q
c (X,F)
De´monstration. Reprenons la de´monstration du the´ore`me 9.1 ainsi que ses notations. On utilise
le corollaire 9.9 qui nous dit que nos faisceaux J • sont mous.
Pour la premie`re suite spectrale l’argument donne´ dans la de´monstration du the´ore`me 9.1
fonctionne donc encore puisque comme explique´ si G est mou
⊕
α⊂I
|α=−p+1
jα!j
∗
αG l’est encore. De plus
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si G est G-e´quivariant lisse ce faisceauG-e´quivariant est lisse puisque si f :W −→ X est quasi-e´tale
avec W compact alors
Γ(W, f∗
⊕
α⊂I
|α=−p+1
jα!j
∗
αG) =
⊕
α⊂I
|α=−p+1
Γc(f
−1(U(α)), f∗F))
et d’apre`s le the´ore`me 9.12 les sections a` support compact sont lisses.
Pour la seconde suite spectrale par contre en ge´ne´ral si G est mou
∏
α⊂I
|α|=p+1
jα∗j
∗
αG n’est pas
mou. Cependant il est Γc(X,−)-acyclique. En effet, si ϕ : U →֒ X est une immersion ouverte
et H un faisceau mou sur Ue´t alors H est ϕ∗-acyclique puisque Rqϕ∗H est le faisceau associe´ au
pre´faisceau qui a` f : V −→ X e´tale associe Hq(f−1(U), f∗H) et f∗H est mou. Donc si V est un
ouvert relativement compact de X , donc ne rencontrant qu’un nombre fini de Ui,
Hq(V,
∏
α⊂I
|α|=p+1
jα∗j
∗
αG) =
⊕
α⊂I
|α|=p+1
Hq(V
⋂
U(α),G) = 0
On conclu alors en appliquant la deuxie`me suite spectrale du the´ore`me 9.1 que l’on a un faisceau
Γc(X,−)-acyclique. De plus, utilisant l’hypothe`se que les ouverts Ui sont distingue´s on ve´rifie
aise´ment que si G est e´quivariant lisse alors
∏
α⊂I
|α|=p+1
jα∗j
∗
αG l’est e´galement.
La troisie`me suite spectrale ne pose pas de proble`me puisque tous les faisceaux sont mous et
lisses.
La quatrie`me suite spectrale est laisse´e en exercice au lecteur.
10. Cohomologie a` support compact e´quivariante-lisse des espaces rigides ge´ne´ralise´s
Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion. Supposons le muni d’une action continue d’un
groupe topologique G. La conditions de continuite´ signifie que pour tout ouvert quasicompact U de
X tout entier n et tout f ∈ Γ(U,OX⊗OK/πnOK) il existe un sous-groupe ouvert de G stabilisant
U et laissant la section f invariante : ∀k ∈ K k∗f = f .
Remarque 10.1. — Une de´finition na¨ıve de la notion d’action continue consisterait a` dire que
pour tout U quasicompact et tout n il existe un sous-groupe compact ouvert K agissant triv-
ialement sur U ⊗ OK/πnOK , c’est a` dire G agit continuement pour “la topologie forte” alors
que la de´finition qu’on a donne´e est au sens “faible”. Cependant avec cette de´finition le groupe
topologique Gal(Fp|Fp) n’agirait pas continuˆment sur Spec(Fp) et plus ge´ne´ralement si X est un
sche´ma sur Spec(Fp) le groupe Gal(Fp|Fp) n’agirait pas continuˆment sur XFp . Par exemple si X
est un espace rigide sur Qp Gal(Qp|Qp) n’agirait pas continuˆment sur X⊗ˆCp. Plus ge´ne´ralement
si G est un groupe profini et (XK)K⊂G est une “tour” de sche´mas formels π-adiques munie d’une
action de G, G n’agirait pas continuˆment sur lim
←−
K
XK en ge´ne´ral.
Commenc¸ons par ve´rifier que le site XE−rig−e´t satisfait aux diffe´rentes hypothe`ses de la section
8. Tout d’abord d’apre`s le corollaire 6.10 tout objet de ce site est quasicompact.
Proposition 10.2. — le site XE−rig−e´t satisfait a` l’hypothe`se de continuite´ de la section 8.1.
De´monstration. Soit Y −→ X un morphisme de type (E). Ce morphisme se factorisant par
un ouvert quasicompact, ouvert stabilise´ par un sous-groupe ouvert de G, on peut supposer X
quasicompact.
Supposons d’abord X affine. E´crivons X = lim
←−
i∈I
Xi ou` les Xi sont admissibles affines et OXi ⊂
OX. D’apre`s le the´ore`me 5.8 il existe i0 ∈ I ainsi que Y′ −→ Xi0 de type (E) et un isomorphisme
Y ≃ Y′ ×Xi0 X
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On applique le the´ore`me de rigidite´, la proposition 5.6. Soit N un entier associe´ a` Y −→ X comme
dans cette proposition. Par hypothe`se, Xi0 e´tant topologiquement de type fini sur Spf(OK), il
existe un sous-groupe ouvert K dans G tel que ∀k ∈ K le diagramme
X⊗OK/πNOK
k //
q

X⊗OK/πNOK
q

Xi0 ⊗OK/π
NOK
Id // Xi0 ⊗OK/π
NOK
commute. Alors k−1(Y) = k−1(q−1(Y′)) et donc k−1(Y)⊗OK/πNOK = q−1(Y′⊗OK/πNOK) =
Y ⊗ OK/πNOK , comme X-sche´mas. D’apre`s la proposition 5.6 on en de´duit qu’il existe un pro-
longement (βk)k∈K de l’action de K a` Y
Y
βk //

Y

X
k // X
Nous avons besoin de caracte´riser ce prolongement de manie`re unique afin de le rendre “canonique”.
Pour cela soit (V ′α)α un recouvrement affine fini de Y
′ et ∀α (fαβ)β , fαβ ∈ Γ(V ′α,OY′), un
syste`me fini de ge´ne´rateurs topologiques de la Γ(Xi0 ,OXi0 )-alge`bre topologiquement de type fini
Γ(V ′α,OY′). Soit (Vα)α = (V
′
α)α ×Y′ Y et ∀α, β fαβ ⊗ 1 ∈ Γ(Vα,OY) les sections obtenues par
changement de base, sections qui engendrent topologiquement la Γ(X,OX)-alge`bre Γ(Vα,OY).
Alors d’apre`s l’assertion d’injectivite´ dans la proposition 5.6 (βk)k∈K est l’unique rele`vement de
l’action de K a` Y tel que
∀α, β ∀k ∈ K β∗k(fαβ ⊗ 1) ≡ fαβ ⊗ 1 mod π
N
Maintenant soit (Wγ)γ un autre recouvrement affine fini de Y et ∀γ (gγδ)δ, gγδ ∈ Γ(Wγ ,OY), un
syste`me de ge´ne´rateurs topologiques de Γ(Wγ ,OY) comme Γ(X,OX)-alge`bre. On ve´rifie aise´ment
qu’il existe un sous-groupe ouvert K ′ ⊂ K tel que
∀γ, δ ∀k ∈ K ′ β∗kgγδ ≡ gγδ mod π
N
A partir de cette constatation la cas X ge´ne´ral se de´duit du cas affine par recollement en
utilisant cette dernie`re assertion (et toujours quitte a` se restreindre a` des sous-groupes ouverts
plus petits). Plus pre´cise´ment si l’entier N est associe´ a` Y −→ X comme dans la proposition 5.6
soient X =
⋃
α Uα,resp. Y =
⋃
α,β Vαβ , deux recouvrements affines finis de X, resp. Y, tels que
Vαβ −→ Uα. Soit ∀α, β (fαβγ)γ , fαβγ ∈ Γ(Vαβ ,OY) un syste`me de ge´ne´rateurs topologiques de
la Γ(Uα,OX)-alge`bre Γ(Vαβ ,OY). On montre alors qu’il existe un sous-groupe ouvert K ⊂ G tel
qu’il existe un unique rele`vement (βk)k∈K de l’action de K sur X a` Y ve´rifiant
∀α, β, γ ∀k ∈ K β∗kfαβγ ≡ fαβγ mod π
N
Le fait que cette action releve´e est “canonique” au sens de la section 8.1 se de´duit par une
nouvelle application de l’assertion d’injectivite´ dans la proposition 5.6.
Proposition 10.3. — Le site XE−rig−e´t satisfait a` l’hypothe`se de la section 8.6. E´tant donne´e
une famille finie (Vi −→ Y)i∈I de morphismes dans la cate´gorie EX des morphismes de type (E)
au dessus de X si
Z = ( ×
i∈I,Y
Vi)
adh
de´signe le produit fibre´ de cette famille au dessus de Y il existe une famille finie (Uα −→ Z)α de
morphismes au dessus de X ou` ∀α Uα −→ X est de type (E) et que ∀F ∈ XE˜−rig−e´t l’application
HomXÊ−rig−e´t( ×i∈I,h
Yrig
hVrigi
,F) −→
∏
α
F(Uα)
soit injective.
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De´monstration. Le morphisme Y −→ X se factorisant par un ouvert quasicompact on peut
supposer X quasicompact, ce que nous ferons.
Supposons le re´sultat de´montre´ lorsque X est affine. Soit X =
⋃
kWk un recouvrement affine.
Appliquant le re´sultat dans le cas affine on en de´duit l’existence de familles ∀k (Uα −→ Z ×X
Wk)α∈Ak ve´rifiant les hypothe`ses voulues lorsqu’on tire la situation en arrie`re a` l’ouvert Wk. On
ve´rifie qu’alors (Uα −→ Z)k,α∈Ak ve´rifie bien les conclusions de l’e´nonce´.
Soit donc maintenant X affine. E´crivons X = lim
←−
j∈J
Xj ou` ∀j Xj est admissible affine. D’apre`s
le the´ore`me 5.8 il existe j0 ∈ J ainsi qu’une famille (V
′
i −→ Y
′)i∈I dans EXj0 induisant la famille
(Vi −→ Y)i∈I en niveau infini[
(V ′i −→ Y
′)i∈I ×Xj0 X
]adh
≃ (Vi −→ Y)i∈I
Le produit fibre´ Z′ = ( ×
i∈I,Y′
V ′i)
adh est un Xj0 -sche´ma formel rig-e´tale. D’apre`s le the´ore`me 5.5 il
existe un Xj0 -morphisme W −→ Z
′ tel que W −→ Xj0 soit de type (E) et W
rig −→ Z′rig soit un
morphisme couvrant.
Alors (W ×Xj0 X)
adh −→ Z satisfait aux hypothe`ses puisque ∀j ≥ j0 le morphisme (W ×Xj0
Xj)
rig −→ (Z′ ×X
j0
Xj)
rig est couvrant et XE˜−rig−e´t ≃ lim←−
j≥j0
(Xj)r˜ig−e´t.
Soit maintenant le foncteur
Γ!(X
rig,−) : Λ− (XE−rig−e´t)G˜−lss −→ Λ[G]lss
F 7−→ Γ!(X
rig,F)
qui est bien a` valeurs dans les Λ[G]-modules lisses puisque si (Wi)i∈I est un recouvrement locale-
ment fini par des ouverts quasicompacts alors
Γ!(X
rig,F) →֒
⊕
i∈I
Γ(Wi,F)
Conside´rons le foncteur de´rive´ RΓ!(X
rig,−) a` valeurs dans D+(Λ[G]lss). D’apre`s le corollaire 7.7
et le the´ore`me 8.16 sa cohomologie calcule la cohomologie a` support compact munie de son action
lisse de G.
11. Cohomologie a` support compact e´quivariante-lisse des tours d’espaces
analytiques
11.1. Hypothe`ses et notations. — Soient G et H deux groupes topologiques posse´dant un
sous-groupe ouvert profini. On suppose fixe´ un sous-groupe compact ouvert G0 de G.
Soit S la cate´gorie dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G0,
∀K,K ′ ∈ Ob(S) HomS(K,K
′) = {g¯ ∈ K\G | g−1Kg ⊂ K ′}
et
∀g¯1 ∈ HomS(K,K
′) ∀g¯2 ∈ HomS(K
′,K ′′) g¯2 ◦ g¯1 = g1g2
(on ve´rifie aise´ment que cette ope´ration de composition est bien de´finie).
Supposons nous donne´ un foncteur K 7−→ XK de S dans la cate´gorie des espaces analytiques
de Berkovich paracompacts munis d’une action continue de H . En particulier ∀K ⊂ G0 ∀g ∈ G
tel que g−1Kg ⊂ G0 il y a un isomorphisme H-e´quivariant
g : XK
∼
−−→ Xg−1Kg
trivial si g ∈ K et si K ′ ⊂ K ⊂ G0 il y a un morphisme H-e´quivariant
πK′,K : XK′ −→ XK
Ainsi si K ′ ⊳K XK′ est muni d’une action de K/K
′ au dessus de XK .
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Nous ferons l’hypothe`se supple´mentaire suivante : si K ′ ⊳ K alors πK′,K : XK′ −→ XK est
un K/K ′-torseur e´tale. On en de´duit que ∀K ′ ⊂ K πK′,K est e´tale fini et que l’on a un “pro-K-
torseur” (XK′)K′⊂K −→ XK et en particulier un “pro-G0-torseur” au dessus de l’objet final de
notre tour (XK)K⊂G0 −→ XG0 .
Il y a e´galement des correspondances de Hecke : si K ⊂ G0 et g ∈ G il y a un diagramme
XK∩gKg−1
g //
π
K∩gKg−1,K
yytt
tt
tt
tt
t
Xg−1Kg∩K
π
g−1Kg∩K,K
%%JJ
JJ
JJ
JJ
J
XK XK
Exemple 11.1. — On peut prendre XK = MK un espace de Rapoport-Zink ([21]) ou` G =
G(Qp), G0 est un sous-groupe compact maximal et H = Jb, par exemple la tour d’espaces de
Lubin-Tate conside´re´e dans [10] avec G = GLn(F ) et H = D
× ou bien celle de Drinfeld avec
G = D× et H = GLn(F ). Plus ge´ne´ralement si E˘ de´signe le comple´te´ de l’extension maximal non-
ramifie´e du corps reflex associe´ a` l’espace de Rapoport-Zink on peut prendre XK = MK⊗ˆE˘
̂˘
E,
G = G(Qp) etH = Jb×Gal(E˘|E˘). Un autre point de vue pour incorporer l’action de Galois consiste
a` prendre G = G(Qp)×Gal(E˘|E˘), H = Jb, si K = K1 ×K2 ou` K1 ⊂ G(Zp) et K2 = Gal(E˘|M),
XK1×K2 = MK1 ⊗E˘ M (avec les conditions impose´es sur notre tour cela est suffisant pour la
de´finir puisque les groupes de la forme K1 ×K2 forment une base de voisinage de l’identite´ dans
G(Qp)×Gal(E˘|E˘)).
11.2. Faisceaux de Hecke sur la tour. —
11.2.1. De´finitions. — Les syste`mes K 7−→ (XK)˜´et−H−lss, resp. K 7−→ (XK)q˜e´tc−H−lss, des H-
faisceaux e´tales lisses, resp. sur le site quasi-e´tale compact, forment deux syste`mes de topos fibre´s
au dessus de la cate´gorie S.
De´finition 11.2. — Nous noterons He´t, resp. Hqe´tc, les topos totaux associe´s aux topos fibre´s
pre´ce´dents ([20] chapitre VI). On les appellera faisceaux de Hecke e´tales, resp. quasi-e´tales, sur la
tour.
Par exemple He´t est la cate´gorie des (FK)K⊂G0 , ou` FK est un H-faisceau e´tale lisse sur XK ,
munis de morphismes H-e´quivariants
∀g ∈ G tel que g−1Kg ⊂ G0 g∗Fg−1Kg −→ FK
e´gaux a` l’identite´ si g ∈ K , satisfaisant a` certaines conditions de cocyle lorsqu’on les compose et
de morphismes H-e´quivariants compatibles aux morphismes pre´ce´dents
∀K ′ ⊂ K π∗K′,KFK −→ FK′
eux-meˆmes soumis a` des conditions de compatibilite´ lorsque l’on a trois groupesK ′′ ⊂ K ′ ⊂ K. On
remarquera en particulier que les conditions de cocyle imposent que les morphismes g∗Fg−1Kg −→
FK soient des isomorphismes.
Dans la suite on notera en abre´ge´ (FK)K un tel objet du topos total, sans faire re´fe´rence aux
morphismes de compatibilite´ pre´ce´dents qui seront sous-entendus.
La terminologie faisceaux de Hecke provient de ce que si (FK)K est comme pre´ce´demment,
K ⊂ G0 et g ∈ G il y a une correspondance cohomologique de FK dans lui-meˆme supporte´e par
la correspondance de Hecke associe´e a` K et g
g∗π∗g−1Kg∩K,KFK −→ π
∗
K∩gKg−1,KFK
et de plus cette correspondance cohomologique ne de´pend que de la double classe KgK ∈ K\G/K
au sens qui suit. Si k1, k2 ∈ K et g′ = k1gk2 il y a un isomorphisme entre correspondances de XK
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dans lui-meˆme
XK∩g′Kg′−1
k−11 ≃

g′ //
πK∩g′Kg′−1,K

Xg′−1Kg′∩K
k2≃

πg′−1Kg′∩K,K

XK∩gKg−1
g //
π
K∩gKg−1 ,K
sss
s
yysss
s
Xg−1Kg∩K
π
g−1Kg∩K,K
KKK
K
%%KK
KK
XK XK
Via cet isomorphisme les deux correspondances cohomologiques associe´es a` g et g′ se correspon-
dent.
De´finition 11.3. — Pour • ∈ {e´t, qe´tc} on notera Hcart• les objets carte´siens du topos total H•.
En d’autres termes il s’agit de la sous-cate´gorie de H• forme´e des (FK)K tels que
∀K ′ ⊂ K ⊂ G0 π∗K′,KFK
∼
−−→ FK′
soit un isomorphisme. En particulier si K ′ ⊳K on a FK = (πK′,K∗FK′)K/K
′
.
On notera que le foncteur (FK)K 7−→ FG0 de H
cart
• dans le topos (XG0)H˜−lss des faisceaux sur la
base de la tour est fide`le.
Exemple 11.4. — Conside´rons l’espace de Rapoport-Zink des de´formations d’un groupe p-
divisible e´tale muni d’une G-structure ou` G est un groupe re´ductif non-ramifie´ sur Qp. On a alors
G = G(Qp) = H , G0 = G(Zp). Alors si L = Q̂nrp on a
MK =
∐
K\G
M(L)
sur lequel H agit a` gauche et G a` droite par correspondances de Hecke. Les faisceaux de Hecke
carte´siens sur la tour s’identifient alors aux ensembles munis d’une action lisse de G(Qp)×Gal(L|L)
(il s’agit d’un cas tre`s particulier de la proposition 11.22 puisque dans ce cas la` l’espace des pe´riodes
est re´duit a` un point).
11.2.2. Proprie´te´s de base des cate´gories de faisceaux de Hecke. — Il y a des triplets de foncteurs
adjoints pour tout K ⊂ G0 et • ∈ {e´t, qe´tc}
(XK)•−H−lss
iK∗ //
iK!
// H•i
∗
K
oo
ou`
– i∗K((FK′)K′) = FK qui est le foncteur “restriction a` un e´tage”
– (iK∗F)K′ =
∏
α:K→
S
K′
α∗FK (produit dans la cate´gorie des H-faisceaux lisses, cf. remarque
9.11)
– (iK!F)K′ =
⊕
α:K′→
S
K
α∗FK
(cf. [20] chapitre VI section 5). On notera en particulier que l’existence de l’adjoint a` droite
iK! de i
∗
K implique que si (FK)K est un objet injectif de Λ − H• alors ∀K FK en est un dans
Λ− (XK)•−H−lss.
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Si K ′ −→ K est un morphisme dans S il y a un diagramme 1-commutatif de morphisme de
topos
(XK′)q˜e´tc−H

(ν∗,ν∗) // (XK′)˜´et−H

(XK)q˜e´tc−H
(ν∗,ν∗) // (XK)˜´et−H
(utiliser le fait que le morphisme XK′ −→ XK est e´tale fini) qui induit un morphisme de topos
fibre´s d’ou` un morphisme de topos
(ν∗, ν∗) : Hqe´tc −→ He´t
qui commute a` la restriction aux e´tages : ν∗((FK)K) = (ν∗FK)K et ν∗((FK)K) = (ν∗FK)K . Ce
morphisme satisfait donc a` toutes les proprie´te´s de´ja` e´nonce´es dans le cas d’un espace de Berkovich
seul (i.e. pas dans le cas d’une tour). En particulier ν∗ : He´t −→ Hqe´tc est pleinement fide`le et il
y a un isomorphisme Id
∼
−−→ ν∗ν∗.
Lemme 11.5. — Les cate´gories Λ−Hqe´tc et Λ−He´t sont abe´liennes et posse`dent suffisamment
d’injectifs. De plus si (FK)K est un objet injectif de l’une de ces cate´gories alors ∀K FK est un
objet injectif de la cate´gorie des faisceaux H-lisses sur XK correspondante. Si (FK)K ∈ He´t et
ν∗(FK)K −→ (I•K)K est une re´solution injective dans Hqe´tc alors (FK)K −→ ν∗(I
•
K)K en est une
dans He´t telle que les ν∗I•K soient des faisceau mous.
11.2.3. Proprie´te´s de base des cate´gories de faisceaux de Hecke carte´siens. — Soit • ∈ {e´t, qe´tc}.
L’inclusion Hcart• →֒ H• posse`de un adjoint a` gauche κ de´fini par ∀(FK)K κ((FK)K) = (GK)K
ou`
GK = lim
−→
K′⊳K
(πK′,K∗FK′)
K/K′
dont on ve´rifie facilement que c’est naturellement un faisceau de Hecke carte´sien. De plus κ est un
foncteur exact.
Proposition 11.6. — La cate´gorie Hcart• est un topos.
De´monstration. L’existence de limites projectives finies re´sulte de ce que si K ′ ⊂ K ⊂ G0
π∗K′,K commute a` ces limites et donc si ((Fi,K)K)i∈I est un syste`me projectif fini de faisceaux
carte´siens sa limite projective dans H•, ( lim
←−
i∈I
Fi,K)K , est carte´sienne. Il en est de meˆme pour
les limites inductives quelconques et les “bons” quotients par des relations d’e´quivalence. Reste a`
voir l’existence d’une famille ge´ne´ratrice. Mais si (Cα)α∈A en est une de H• alors (κ(Cα))α∈A en
est une de Hcart• .
Il re´sulte des discussions pre´ce´dentes que si F −→ I• est une re´solution injective dans Λ−Hcart•
alors c’en est une dans Λ−H•. Comme dans la section pre´ce´dente il y a un morphisme de topos
(ν∗, ν∗) : Hcartqe´tc −→ H
cart
e´t . Et le lemme 11.5 reste valable dans ce contexte en remplac¸ant H par
Hcart.
11.3. Le complexe de cohomologie a` support compact de la tour. — Si (FK)K ∈ He´t−lss
et K ′ ⊂ K e´tant donne´ que XK′ −→ XK est e´tale fini il y a un morphisme
Γc(XK ,FK)
π∗
K′,K
−−−−−→ Γc(XK′ , π
∗
K′,KFK) −→ Γc(XK′ ,FK′)
ou` le deuxie`me morphisme est induit par les morphismes de transition dans la de´finition du topos
total. De plus on a vu dans la section 9 que ce sont des H-modules lisses. On obtient ainsi un
syste`me inductif de H-modules lisses muni d’une action de G.
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De´finition 11.7. — On note Γc(H,−) : Λ − He´t−lss −→ Λ[G × H ]lss le foncteur qui a` (FK)K
associe
lim
−→
K⊂G0
Γc(XK ,FK)
On note RΓc(He´t,−) le foncteur de´rive´ correspondant a` valeurs dans D+(Λ[G×H ]lss).
The´ore`me 11.8. — Le foncteur (FK)K 7−→ RΓc(H, (FK)K) est tel que
∀i Hi(RΓc(He´t, (FK)K)) = lim
−→
K
Hic(XK ,FK)
De´monstration. C’est une conse´quence du lemme 11.5 qui affirme que (FK)K posse`de une
re´solution injective qui apre`s oubli de l’action de H est molle e´tage par e´tage.
Remarque 11.9. — D’apre`s les re´sultats de la section 11.2.3 le foncteur de´rive´ pre´ce´dent e´value´
sur un faisceau de Hecke carte´sien peut se calculer avec une re´solution injective de faisceaux
carte´siens. C’est par exemple le cas du faisceau constant Λ.
Remarque 11.10. — Si l’ordre du groupe profini K0, K0 ⊂ G
0, est inversible dans Λ alors
le foncteur M 7−→ MK0 de Λ[G × H ]lss −→ Λ[H ]lss est exact et RΓc(He´t, (FK)K)K0 =
RΓc(XK0 ,FK0). Ce foncteur d’invariants sousK0 se factorise en fait en un foncteur Λ[G×H ]lss −→
H(K0\G/K0)⊗Λ Λ[H ]lss ou` H(K0\G/K0) de´signe l’alge`bre de Hecke des fonctions bi-invariantes
sous K0 a` valeurs dans Λ et RΓc(He´t, (FK)K)K0 est le complexe de modules sur l’alge`bre de
Hecke donne´ par l’action des correspondances de Hecke cohomologiques.
11.4. Objets carte´siens sur la tour et domaine fondamental pour l’action des corre-
spondances de Hecke. —
11.4.1. Introduction : recollement de faisceaux e´quivariants. — Soit X un espace topologique
muni d’un recouvrement ouvert (Ui)i∈I . Notons Uij = Ui ∩ Uj et Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk. Le topos
X˜ des faisceaux sur X est e´quivalent aux objets carte´siens du topos total du diagramme suivant∐
i,j,k Ui˜jk
// ////
∐
i,j Ui˜j
//
//
∐
i Ui˜
Traduit en termes usuels cela signifie que se donner un faisceau sur X est e´quivalent a` se donner
une collection (Fi)i∈I de faisceaux sur les (Ui)i munis d’isomorphismes βij : Fi|Uij
∼
−−→ Fj|Uij
ve´rifiant βij|Uijk ◦ βjk|Uijk = βik|Uijk .
Soit maintenant G un groupe agissant sur X . Se donner un G-faisceau sur X est e´quivalent a`
se donner un objet carte´sien du topos total associe´ au diagramme usuel
G×G×X˜ // //// G×X˜ //// X˜
c’est a` dire des isomorphismes ∀g ∈ G αg : g∗F
∼
−−→ F ve´rifiant ∀g1, g2 αg2 ◦ g
∗
2αg1 = αg1g2 .
Supposons maintenant que G agisse sur I et que ∀i g.Ui = Ug.i. Se donner un faisceau G-
e´quivariant sur X est alors e´quivalent a` se donner un objet carte´sien du topos total associe´ au
diagramme ∐
i,j,k Ui˜jk
// ////
∐
i,j Ui˜j
//
//
∐
i Ui˜
G×
∐
i,j Ui˜j
//
//
OO OO
G×
∐
i Ui˜
OO OO
G×G×
∐
i Ui˜
OO OO OO
ou` on laisse le lecteur deviner les diffe´rents fle`ches de ce diagramme. Traduit en termes usuels cela
signifie que se donner un G-faisceau sur X est e´quivalent a` se donner des faisceaux (Fi)i∈I sur les
(Ui)i munis
– d’isomorphismes βij : Fi|Uij
∼
−−→ Fj|Uij ve´rifiant βij|Uijk ◦ βjk|Uijk = βik|Uijk
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– d’isomorphismes ∀g, i αg,i : g∗Fg.i
∼
−−→ Fi ve´rifiant αg1,i ◦ g
∗
1αg2,g2g1.i = αg2g1,i
– enfin on demande que le diagramme suivant commute
g∗(Fg.i|Ug.i,g.j )
g∗βg.i,g.j

αg,i // Fi|Uij
βij

g∗(Fg.j|Ug.i,g.j )
αg,j // Fj|Uij
Soit maintenant ∀i ∈ I Gi = StabG(Ui). Posons ∀A ⊂ I GA =
⋂
i∈AGi qui stabilise donc⋂
i∈A Ui. Pour un i ∈ I notons Gi − Ui˜ le topos des Gi-faisceaux sur Ui.
Pour g ∈ G on a Gg.i = gGig−1 et il y a une e´quivalence
g∗ : Gg.i − Ug˜.i
∼
−−→ Gi − Ui˜
induite par le morphisme d’espaces e´quivariants (g, intg) : (Ui, Gi) −→ (Ug.i, Gg.i). Si g ∈ Gi cette
e´quivalence est le foncteur
Gi − Ui˜
∼
−−→ Gi − Ui˜
F 7→ Fg
ou` Fg est le Gi-faisceau “tordu par l’automorphisme inte´rieur” intg de Gi.
Pour un tel g ∈ Gi il y a un isomorphisme de foncteurs
γi,g : (−)
g ∼−−→ Id
donne´ pour un F ∈ Gi − Ui˜ par l’action de g : g
∗F −→ F .
Soit maintenant (Fi)i∈I ∈
∏
i∈I Gi−Ui˜ une collection de faisceaux e´quivariants. Se donner un
G-faisceau F sur X tel que ∀i ∈ I F|Ui ≃ Fi comme Gi-faisceaux est e´quivalent a` la donne´e
– d’isomorphismes de Gij -faisceaux βij : Fi|Uij
∼
−−→ Fj|Uij ve´rifiant βij|Uijk ◦ βjk|Uijk = βik|Uijk
– d’isomorphismes de Gi-faisceaux ∀g, i αg,i : g∗Fg.i
∼
−−→ Fi ve´rifiant αg1,i ◦ g
∗
1αg2,g2g1.i =
αg2g1,i et tels que si g ∈ Gi on ait αg,i = γi,g l’isomorphisme donne´ par la structure de
Gi-faisceau sur Fi
– enfin on demande que le diagramme suivant commute
g∗(Fg.i|Ug.i,g.j )
g∗βg.i,g.j

αg,i // Fi|Uij
βij

g∗(Fg.j|Ug.i,g.j )
αg,j // Fj|Uij
11.4.2. Hypothe`ses et notations. — Nous ferons de´sormais les hypothe`ses suivantes. Il existe un
domaine analytique compact W dans la base de notre tour XG0 tel que
– Lorsque (g, h) ∈ G×H parcourt G×H l’image par les correspondances de Hecke
XG0∩gG0g−1
(g,h) //
π
G0∩gG0g−1,G0
yyrrr
rr
rr
rr
r
Xg−1G0g∩G0
π
g−1G0g∩G0,G0
%%LL
LL
LL
LL
LL
XG0 XG0
de W , les πg−1G0g∩G0,G0
(
(g, h).π−1G0∩gG0g−1,G0(W )
)
, recouvrent XG0 .
– Soit H0 le stabilisateur dans H de W (qui est ne´cessairement un sous-groupe ouvert). On
suppose l’existence d’un sous-groupe central Z dans G×H tel que Z agisse trivialement sur
la tour. Notons alors
I = (G0\G×H/H0)/Z
et ∀z ∈ I z.W ⊂ XG0 l’image de W donne´e par la correspondance de Hecke z. On suppose
alors que
∀z ∈ I {z′ ∈ I | z′.W ∩ z.W 6= ∅} est fini
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Exemple 11.11. — Prenons le cas des espaces de Lubin-Tate e´tudie´ dans [10]. Avec les nota-
tions de l’article [10] l’espace de Rapoport-Zink sans niveauM s’e´critM =
∐
Z
Xan ou` X de´signe
l’espace de Lubin-Tate. Alors le domaine fondamental de Gross-Hopkins dans la composante in-
dexe´e par 0 ∈ Z satisfait aux hypothe`ses demande´e a` W . L’ensemble I consiste en les sommets
de l’immeuble introduit dans [10].
Exemple 11.12. — Dans le cas de l’espace de Rapoport-Zink associe´ a` l’espace de Drinfeld Ω,
M =
∐
Z
Ω on peut prendre pour W l’image re´ciproque d’un simplexe maximal dans l’immeuble
via la re´traction de Ω sur l’immeuble.
11.4.3. Les topos e´quivariants fibres en un sommet de “l’immeuble”. —
De´finition 11.13. — Soit z = [g, h] ∈ I. On note Gz = g−1G0g, Hz = hH0h−1. Pour K ⊂
Gz ∩G0 un sous-groupe ouvert on note
Wz,K = (g, h).π
−1
gKg−1,G0(W ) ⊂ XK
XgKg−1
π
gKg−1 ,G0zzuuu
uu
uu
uu
(g,h) // XK
XG0
De meˆme si I ⊂ I est un sous-ensemble fini on note GI =
⋂
z∈I Gz, HI =
⋂
z∈I Hz et pour
K ⊂ GI ∩G0 WI,K =
⋂
z∈iWz,K ⊂ XK .
Remarquons que si K ⊂ GI ∩G0, g ∈ GI et h ∈ HI sont tels que g−1Kg ⊂ G0 alors g−1Kg ⊂
GI ∩G0 et (g, h) induit un isomorphisme
(g, h) :WI,K
∼
−−→WI,g−1Kg
On obtient ainsi une tour (WI,K)K⊂GI∩G0 satisfaisant aux meˆme conditions que la tourK 7−→ XK
en remplac¸ant G par GI , G
0 par GI ∩G
0 et H par HI . Cette tour est plus simple car pour celle-ci
GI est compact.
De´finition 11.14. — Soit I ⊂ I un ensemble fini. On note Hcartqe´tc,I la cate´gorie des objets
carte´siens du topos total du topos fibre´ GI ∩ G0 ⊃ K 7−→ (WI,K)q˜e´tc−HI−lss au dessus de
la cate´gorie des sous-groupes ouverts de GI ∩ G0 munis des morphismes Hom(K,K ′) = {g ∈
K\GI | g−1Kg ⊂ K ′}. On note de meˆme Hcarte´t,I en remplac¸ant quasi-e´tale par e´tale.
Lemme 11.15. — Soit • ∈ {e´t, qe´tc}. Soit I comme pre´ce´demment et K0 ⊂ GI ∩ G0 tel que
K0 ⊳ GI . Alors l’application qui a` (FK)K⊂GI∩G0 ∈ H
cart
•,I associe FK0 muni de son action
de GI/K0 × HI compatible a` celle sur WI,K0 est une e´quivalence de cate´gories entre H
cart
•,I et
(WK0,I)•˜,GI/K0×HI−lss.
De´monstration. C’est une conse´quence du rappel du de´but de la section 8.8 sur les faisceaux
e´quivariants sur un torseur. En effet, si K ⊂ K0 il suffit de poser FK = π∗K,K0FK0 . Pour K ⊂
GI ∩G0 ge´ne´ral il suffit de choisir K ′ ⊳GI tel que K ′ ⊂ K0 et K ′ ⊂ K. Alors
FK =
(
πK′,K∗(π
∗
K′,K0FK0)
)K/K′
On ve´rifie alors que l’action de GI/K0 sur FK0 de´finit bien un objet carte´sien de notre topos
fibre´.
On a meˆme le lemme suivant.
Lemme 11.16. — Soient • ∈ {e´t, qe´tc} et I comme pre´ce´demment. Soit K ⊂ GI ∩ G0 tel que
K ⊳GI . Notons WI :=WI,K/(GI/K). Alors WI,K −→WI est un (GI/K)-torseur e´tale et il y a
une e´quivalence
Hcart•,HI−lss
∼
−−→ (WI)•˜,HI−lss
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De´monstration. Elle ne pose pas de proble`me.
Exemple 11.17. — Dans le contexte de l’article [10] on trouve donc que pour un sommet z
de l’immeuble les objets de Hcart•,z s’identifient aux O
×
D-faisceaux lisses sur la cellule sans niveau
associe´e au sommet z.
Il y a une action de G×H sur I (l’action de G se faisant a` droite) telle que ∀I G(g,h).I = g
−1GIg
et H(g,h).I = hHIh
−1. Cette action induit un isomorphisme pour I et K ⊂ GI ∩G
0 suffisamment
petits
(g, h) :WI,K
∼
−−→W(g,h).I,g−1Kg
Cela n’induit pas un isomorphisme entre les tours (WI,K)K⊂GI∩G0 et (W(g,h).I,K)K⊂G(g,h).I∩G0 car
il faut se restreindre a` des K suffisamment petits. Ne´anmoins d’apre`s le lemme 11.15 cela induit
une e´quivalence entre les syste`mes de faisceaux carte´siens sur les tours
((g, h)∗, (g, h)
∗) : Hcart•,I
∼
−−→ Hcart•,(g,h).I
De plus si J ⊂ I il y a une application de restriction
Hcart•,J −→ H
cart
•,I
(FK)K⊂GJ∩G0 7−→ (FK|WI,K )K⊂GI∩G0
11.4.4. Reconstruction des syste`mes de faisceaux carte´siens sur la tour a` partir de ceux sur les
tours en chaque sommet de l’immeuble. —
The´ore`me 11.18. — Il y a une e´quivalence de cate´gories entre les syste`mes carte´siens de fais-
ceaux quasi-e´tales sur la tour, Hcartqe´tc , est les (Fi)i∈I , ou` Fi ∈ H
cart
qe´tc,i
– munis d’isomorphismes ∀i, j βij : Fi|Hcartij
∼
−−→ Fj|Hcartij satisfaisant
βij|Hcart
ijk
◦ βjk|Hcart
ijk
= βik|Hcart
ijk
– munis d’isomorphismes ∀(g, h) ∈ G×H ∀i α(g,h),i : (g, h)
∗F(g,h).i
∼
−−→ Fi satisfaisant
∀(g, h), (g′, h′) ∀i α(g′,h′),(g,h).i ◦ (g, h)
∗α(g,h),i = α(g′g,h′h),i
et tels que si (g, h) ∈ Gi×Hi alors α(g,h),i soit l’action de Gi×Hi sur le syste`me de faisceau
Fi
– et enfin tels que le diagramme suivant commute
((g, h)∗F(g,h).i)|Hcartij
(α(g,h),i)|Hcart
ij //
(g,h)∗β(g,h).i,(g,h).j

Fi|Hcartij
βij

((g, h)∗F(g,h).j)|Hcartij
(α(g,h),j )|Hcart
ij // Fj|Hcartij
Lorsque les images par les correspondances de Hecke de
◦
W recouvrent XG0 on peut remplacer
quasi-e´tale par e´tale.
De´monstration. Il y a un foncteur qui a` (FK)K⊂G0 ∈ H
cart
qe´tc associe la collection des
(FK|Wi,K )K⊂Gi∩G0 ∈ H
cart
qe´tc,i lorsque i varie dans I et dont on ve´rifie que c’est bien un ob-
jet carte´sien comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me.
Montrons que ce foncteur induit une e´quivalence. Soit donc (Fi,K)i∈I,K⊂Gi∩G0 un syste`me de
faisceaux comme dans l’e´nonce´. E´crivons
I =
⋃
k≥1
Ak
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ou` ∀k Ak est un ensemble fini, Ak ⊂ Ak+1 et (G0 ×H0).Ak = Ak. Alors
XG0 =
⋃
k≥1
K⊂GAk
∩G0
πK,G0
( ⋃
i∈Ak
Wi,K
)
ou` dans l’union pre´ce´dente pour un k donne´ K ⊂ GAk ∩ G
0 est quelconque, on peut prendre en
particulier Kk := GAk ∩G
0
⊳G0. Il y a un reveˆtement galoisien de groupe G0/Kk⋃
i∈Ak
Wi,Kk

 
domaine analytique
compact // XKk

πKk,G0
(⋃
i∈Ak
Wi,K
)
  // XG0
Les H0-faisceaux quasi-e´tales lisses (Fi,Kk)i∈Ak se recollent graˆce aux donne´es de recollement de
l’e´nonce´ en un G0/Kk ×H0-faisceau lisse quasi-e´tale Gk sur
⋃
i∈Ak
Wi,Kk . Ce faisceau descend en
un H0-faisceau lisse Hk = (πKk,G0∗Gk)
G0/Kk sur πKk,G0
(⋃
i∈Ak
Wi,K
)
. Lorsque k′ ≥ k il y a des
identifications Hk′|πKk,G0 (∪i∈AkWi,Kk )
= Hk. Cela de´finit par recollement un H
0-faisceau lisse FK0
sur XG0 . On pose alors ∀K ⊂ G
0 FK = π∗K,G0FG0 .
On doit maintenant montrer que ce syste`me de faisceaux est muni d’une action de G×H , c’est a`
dire de´finir des isomorphismes naturels ∀K ⊂ G0 ∀(g, h) tels que g−1Kg ⊂ G0 (g, h)∗Fg−1Kg
∼
−−→
FK . Cela est fastidieux mais ne pose pas de proble`mes particuliers. On en laisse donc la ve´rification
au lecteur.
Remarque 11.19. — Quitte a` remplacer W par un nombre fini de ses ite´re´s sous des correspon-
dances de Hecke on peut toujours supposer que les ite´re´s sous les correspondances de Hecke de
◦
W
recouvrent XG0 .
11.5. Faisceaux carte´siens sur la tour et espaces de pe´riodes. — Supposons maintenant
l’existence d’un morphisme e´tale d’espaces analytiques
Π : XG0 −→ P
tel que P soit muni d’une action lisse de H et Π commute a` cette action. Supposons de plus que
Π est G-invariant au sens ou` ∀g ∈ G le diagramme suivant commute
XG0∩gG0g−1
π
G0∩gG0g−1,G0
yysss
ss
ss
ss
s
g // Xg−1G0g∩G0
π
g−1G0g∩G0,G0
%%KK
KK
KK
KK
KK
XG0
Π
**UUU
UUUU
UUUU
UUUU
UUUU
UUU XG0
Π
ttiiii
iiii
iiii
iiii
iiii
ii
P
On peut alors de´finir deux foncteurs pour • ∈ {e´t, qe´tc}
α : P•˜−H−lss −→ H
cart
•
G 7−→
(
(Π ◦ πK,G0)
∗G
)
K⊂G0
β : Hcart• −→ P•˜−H−lss
(FK)K⊂G0 7−→
 lim
−→
K⊂G0
(Π ◦ πK,G0)∗FK
G
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ou` l’action deG sur lim
−→
K⊂G0
(Π◦πK,G0 )∗FK se fait de la fac¸on suivante. Pour g ∈ G etK suffisamment
petit tel que K ⊂ G0 ∩ g−1G0g il y a un isomorphisme FK ≃ g∗FgKg−1 qui induit
(Π ◦ πK,G0)∗FK ≃ (Π ◦ πK,G0)∗(g∗FgKg−1)
= (Π ◦ πK,G0 ◦ g)∗FgKg−1
= (Π ◦ πgKg−1,G0)∗FgKg−1 −→ lim
−→
K′⊂G0
(Π ◦ πK′,G0)∗FK′
On ve´rifie que lorsque K varie ces morphismes sont compatibles et que donc g induit un automor-
phisme du faisceau limite inductive.
Une autre description du foncteur β en termes de correspondances de Hecke sphe´riques plutoˆt
que d’invariants sous G est la suivante. Si K ⊂ G0 e´tant donne´ que π∗K,G0FG0
∼
−−→ FK il y a un
monomorphisme FG0 →֒ (πK,G0)∗FK tel que si K ⊳G
0 on ait
[
(πK,G0)∗FK
]G0
= FG0 . Donc
β((FK)K) =
 lim
−→
K⊂G0
(Π ◦ πK,G0)∗FK
G ⊂
 lim
−→
K⊂G0
(Π ◦ πK,G0)∗FK
G
0
= lim
−→
K⊳G0
[(Π ◦ πK,G0)∗FK ]
G0
= Π∗FG0
Maintenant si g ∈ G il y a deux fle`ches
Π∗FG0
δg --ZZZZZZZ
ZZZZZZZ
ZZZZZZZ
ZZZZZZZ
ZZZZZZZ
ZZZZZZZ
Z (Π ◦ πG0∩g−1G0g,G0)∗FG0∩g−1G0g
∼ // (Π ◦ πG0∩g−1G0g,G0)∗g∗FgG0g−1
(Π ◦ πgG0g−1∩G0,G0)∗FgG0g−1∩G0
ainsi que la fle`che tautologique
ηg : Π∗FG0 →֒ (Π ◦ πgG0g−1∩G0,G0)∗FgG0g−1∩G0
Alors
β((FK)K) =
⋂
g¯∈G/G0
ker
(
Π∗FG0
ηg //
δg
// (Π ◦ πgG0g−1∩G0,G0)∗FgG0g−1∩G0
)
Lemme 11.20. — Les deux foncteur pre´ce´dents P•˜−H−lss
α //
Hcart•
β
oo entre faisceaux de Hecke
carte´siens sur la tour et faisceaux sur l’espace de pe´riodes sont adjoints l’un de l’autre : α est
l’adjoint a` gauche de β.
De´monstration. Cela re´sulte facilement de la seconde description du foncteur β.
Remarque 11.21. — Si Π est surjectif alors α est fide`le puisque Π : XG0 −→ P est un recou-
vrement e´tale.
Proposition 11.22. — Supposons l’existence d’un domaine analytique compact W ⊂ XG0 satis-
faisant aux hypothe`ses de la section 11.4 et tel que de plus Π|W soit un isomorphisme entre W et
Π(W ). Alors β est pleinement fide`le et donc α et β induisent des e´quivalences de cate´gories entre
faisceaux sur l’espace de pe´riodes et faisceaux carte´siens sur la tour.
De´monstration. Graˆce a` la description donne´e dans la section 11.4 des faisceaux carte´siens
comme recolle´s de faisceaux en chaque sommet de “l’immeuble” I on ve´rifie que
β((FK)K)|Π(W ) = Π∗((FG0)|W )
Remarque 11.23. — Dans la proposition pre´ce´dente pour traiter le cas du site e´tale il faut
remarquer que si Π|W est un isomorphisme alors puisque Π est e´tale il existe un domaine analytique
compact W ′ contenant W dans son inte´rieur et tel que Π|W ′ soit un isomorphisme.
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11.6. Rajout d’une donne´e de descente. — Soit F |Qp une extension de degre´ fini et F˘ =
F̂nr. On note σ ∈ Aut(F˘ ) le Frobenius de Fnr|F . Plac¸ons nous dans le cadre pre´ce´dent et sup-
posons que notre tour K 7−→ XK est une tour de F˘ -espaces analytiques.
Supposons de plus que la tour est munie d’une donne´e de descente a` F c’est a` dire un morphisme
entre foncteur de S vers la cate´gorie des F˘ -espaces analytiques munis d’une action de H
α : (XK)K⊂G0 −→ (X
(σ)
K )K⊂G0
Cette donne´e de descente ne sera pas ne´cessairement suppose´e effective. Notons pr : (X
(σ)
K )K −→
(XK)K la projection de (XK)K⊗ˆF˘ ,σF˘ vers (XK)K .
On peut alors conside´rer les faisceaux de Hecke sur la tour munis d’une donne´e de descente
c’est a` dire pour • ∈ {e´t, qe´tc} le topos total du diagramme de topos
H•((XK)K)
Id //
pr◦α
// H•((XK)K)
dont les objets sont les (FK)K munis de morphismes H-e´quivariants compatibles aux morphismes
de la tour α∗F
(σ)
K −→ FK .
Notons alors σH• le topos des faisceaux de Hecke munis d’une donne´e de descente et σH
cart
•
le meˆme en remplac¸ant faisceaux par faisceaux carte´siens.
Si (FK)K ∈ σHe´t notons (FK)K le faisceau e´tendu a` la tour (XK ⊗F˘
̂˘
F )K ou` l’on voit cette
dernie`re tour comme associe´e non-plus aux groupes G et H mais a` G et H×IF ou` IF = Gal(F˘ |F˘ ).
On a bien (FK)K ∈ He´t((XK ⊗F˘
̂˘
F )K) (l’action de l’inertie IF est lisse). Couple´ a` la donne´e de
descente cela de´finit un foncteur
Γc(He´t⊗ˆF˘
̂˘
F ,−) : σHe´t −→ Λ[G×H ×WF ]lss
(FK)K 7−→ lim
−→
K⊂G0
Γc(XK⊗ˆ
̂˘
F ,FK)
et on note RΓc(He´t⊗ˆF˘
̂˘
F ,−) : σHe´t −→ D+(Λ[G×H ×WF ]lss) le foncteur de´rive´ associe´. Il jouit
de toutes les proprie´te´s pre´ce´dentes e´nonce´es dans la section 11.3 (utiliser toujours le fait qu’un
objet injectif d’un topos total associe´ a` un topos fibre´ est injectif e´tage par e´tage).
Plac¸ons nous maintenant dans le cadre de la section 11.5. Supposons de plus que l’espace de
pe´riodes P soit muni d’une donne´e de descente et que le morphisme des pe´riodes Π soit compatible
a` cette donne´e. On obtient alors une e´quivalence entre faisceaux de Hecke carte´siens sur la tour
et H-faisceaux lisses sur P munis d’une donne´e de descente.
Dans les conside´rations pre´ce´dentes on peut e´galement conside´rer la variante suivante : rem-
placer ce qu’on a appele´ donne´e de descente par la notion plus forte qui consiste a` demander que
le morphisme α∗F
(σ)
K −→ FK soit un isomorphisme. Tout ce que l’on vient de dire s’adapte a` cette
situation.
12. Faisceaux de Hecke carte´siens et faisceaux rigides e´quivariants en niveau infini
12.1. Faisceaux lisses sur une tour. — Soient G et H deux groupes profinis et (XK)K⊂G
une tour e´quivariante de H-sche´mas formels admissibles quasicompacts. Plus pre´cise´ment si S est
la cate´gorie dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G et
∀K,K ′ ∈ S HomS(K,K
′) = {g ∈ K\g | g−1Kg ⊂ K ′}
on suppose que K 7−→ XK de´finit un foncteur de S dans la cate´gorie des sche´mas formels admis-
sibles quasicompacts munis d’une action continue de H . On suppose de plus que pour K ′ ⊂ K le
morphisme XK′ −→ XK est affine et si K ′ ⊳K alors X
rig
K′ −→ X
rig
K est un K/K
′-torseur e´tale.
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Soit X∞ = lim
←−
K
XK qui est donc muni d’une action de G×H .
Lemme 12.1. — L’action de G×H sur X∞ est continue.
Rappelons (the´ore`me 6.7) qu’il y a une e´quivalence de topos
(X∞)E˜−rig−e´t
∼
−−→ lim
←−
K
(XK)r˜ig−e´t
Proposition 12.2. — Il y a des e´quivalences de topos
(X∞)E˜−rig−e´t−G×H−lss ≃ (XG)r˜ig−e´t−H−lss
qui sont e´quivalents au topos des faisceaux de Hecke quasi-e´tales carte´siens H-lisses sur la tour
K 7−→ XanK .
De´monstration. Il s’agit d’une application du the´ore`me 8.20. On laisse en effet le lecteur ve´rifier
que via l’e´quivalence (X∞)E˜−rig−e´t
∼
−−→ lim
←−
K⊳G
(XK)r˜ig−e´t les faisceaux G×H-lisses correspondent
aux syste`mes projectifs de G×H-faisceaux lisses.
12.2. Principaux re´sultats. — Reprenons toutes les notations de la section 11. On supposera
que ∀I ⊂ I la tour d’espaces analytiques (WI,K)K⊂GI∩G0 est de la forme (W
an
I,K)K⊂GI∩G0 ou`
(WI,K)K⊂GI∩G0
est une tour de sche´mas formels admissibles quasicompacts munis d’une action lisse de H sur
Spf(OF˘ ) dont les morphismes de transition sont affines.
On supposera de plus que si I ⊂ J l’inclusion de tours de domaines analytiques (WJ,K)K⊂GJ∩G0 →֒
(WI,K)K⊂GI∩G0 est donne´e par une immersion ouverte
(WJ,K)K⊂GJ∩G0 →֒ (WI,K)K⊂GI∩G0
Cela permet de de´finir un sche´ma formel π-adique sans π-torsion sur Spf(OF˘ )
X∞ =
⋃
z∈I
lim
←−
K⊂Gz∩G0
Wz,K
obtenu par recollement des limites projectives des tours au dessus de chaque sommet de l’immeuble
comme dans l’article [10]. Ce sche´ma formel est muni d’une action cellulaire continue de G×H .
The´ore`me 12.3. — Il y a des e´quivalences de topos
(X∞)E˜−rig−e´t−G×H−lss ≃ H
cart
qe´tc−H−lss ≃ Pq˜e´tc−H−lss
entre faisceaux E-rig-e´tales G × H-e´quivariants lisses sur X∞, syste`mes de faisceaux de Hecke
carte´siens quasi-e´tales H-lisses sur la tour et faisceaux quasi-e´tales H-lisses sur l’espace des
pe´riodes.
De´monstration. Il suffit d’empiler la proposition 12.2 avec le the´ore`me 11.18 et la proposition
11.22.
Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion. Si x : Spf(V ) −→ X est un point rigide de X
et F ∈ XE˜−rig−e´t on peut de´finir la fibre de F en x x
∗F qui est un ensemble muni d’une action
lisse de Gal(V [ 1p ]|V [
1
p ]).
On a de´fini dans la section les points analytique d’un sche´ma formel π-adique sans π-torsion et
la notion de spe´cialisation dans |Xrig|.
De´finition 12.4. — Soit X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion. Un faisceau F ∈ XE˜−rig−e´t
sera dit surconvergent si ∀x : Spf(V ) −→ X , ∀y : Spf(V ′) −→ X deux points rigides tels que x ≻ y
le morphisme de spe´cialisation
y∗F −→ x∗F
est un isomorphisme.
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On peut alors de´montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 12.5. — Dans les e´quivalences de topos pre´ce´dentes le sous-topos des faisceaux e´tales
sur l’espace de pe´riodes correspondent au faisceaux surconvergents de (X∞)E˜−rig−e´t−G×H−lss.
The´ore`me 12.6. — Soit (FK)K un syste`me de faisceaux de Hecke e´tales carte´sien sur la tour
et RΓc(He´t⊗ˆ
̂˘
F , (FK)K) ∈ D+(Λ[G×H × IF ]lss) son complexe de cohomologie lisse. Soit G ∈ Λ−
(X∞)E˜−rig−e´t−G×H−lss le faisceau e´quivariant lisse associe´ sur X∞. Il y a alors un isomorphisme
dans la cate´gorie de´rive´e e´quivariante lisse
RΓc(He´t⊗ˆ
̂˘
F , (FK)K) ≃ RΓ!((X∞⊗ˆO ̂˘
F
)rig,G)
De´monstration. Utiliser le the´ore`me 12.3 couple´ aux re´solutions de Cech permettant de calculer
les diffe´rents complexes de cohomologie a` support compact pour des re´solutions flasques, comme
le lemme 11.5.
13. Application aux tours de Lubin-Tate et de Drinfeld
13.1. La correspondance de Jacquet-Langlands locale ge´ome´trique. —
The´ore`me 13.1. — Soit (Pn−1)tordu l’espace des pe´riodes de Gross-Hopkins descendu a` F via
la donne´e de descente de Rapoport-Zink. Il s’agit de l’espace analytique de Berkovich associe´ a` une
varie´te´ de Severi-Brauer de´finie par l’alge`bre a` division D d’invariant 1n sur F . Soit Ω ⊂ P
n−1
/F
l’espace de Drinfeld sur F . Il y a une e´quivalence de topos entre D×-faisceaux e´tales sur (Pn−1)tordu
dont l’action de D× est lisse et GLn(F )-faisceaux e´tales sur Ω pour lesquels l’action de GLn(F )
est lisse
JL :
(
(Pn−1)tordu
)˜´
et−D×−lss
∼
−−→ Ω˜´et−GLn(F )−lss
Il en est de meˆme en remplac¸ant e´tale par quasi-e´tale (i.e. faisceaux sur le site e´tale de l’espace
rigide plutoˆt que sur l’espace analytique de Berkovich).
De´monstration. Dans [11] on a construit un isomorphisme GLn(F ) × D
×-e´quivariant entre
sche´mas formels π-adiques sur Spf(O
F̂nr
)
X′∞
∼
−−→ Y ′∞
ou` X′∞ est un e´clate´ e´quivariant du sche´ma formel X∞ construit dans [10] et associe´ a` la tour
de Lubin-Tate et Y ′∞ est un e´clate´ d’un sche´ma formel Y∞ associe´ a` la tour de Drinfeld. Par
invariance du topos E-rig-e´tale par e´clatements formels admissibles on a
(X′∞)E˜−rig−e´t−GLn(F )×D×−lss ≃ (X∞)E˜−rig−e´t−GLn(F )×D×−lss
et
(Y ′∞)E˜−rig−e´t−GLn(F )×D×−lss ≃ (Y∞)E˜−rig−e´t−GLn(F )×D×−lss
D’apre`s le the´ore`me 12.3
(X∞)E˜−rig−e´t−GLn(F )×D×−lss ≃ (P
n−1)q˜e´tc−D×−lss
et
(Y∞)E˜−rig−e´t−GLn(F )×D×−lss ≃ (Ω⊗ˆF̂
nr)q˜e´tc−GLn(F )−lss
D’ou` le re´sultat sur F̂nr et le site quasi-e´tale. Le cas du site e´tale se de´duit en remplac¸ant le
topos E-rig-e´tale par le topos surconvergent. La descente de F̂nr a` F ne pose pas de proble`me une
fois que l’on a ve´rifie´ que l’isomorphisme X′∞
∼
−−→ Y ′∞ est compatible a` la donne´e de descente de
Rapoport-Zink.
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13.2. Comparaison des complexes de cohomologie des deux tours. —
The´ore`me 13.2. — Soit (MLTK )K⊂GLn(OF ) la tour de Lubin-Tate au sens de Rapoport-Zink
(une union disjointe indexe´e par Z de la tour de Lubin-Tate usuelle), forme´e d’espaces analy-
tiques sur F˘ , munie d’une action “horizontale” de D× d’une action “verticale” de GLn(F ) par
correspondances de Hecke et d’une donne´e de descente a` F . Soit
π˘LTK :M
LT
K −→ P
n−1
/F˘
l’application des pe´riodes de Gross-Hopkins. A` un faisceau F de
(
(Pn−1)tordu
)˜´
et−D×−lss
est associe´
un syste`me de faisceaux “de Hecke”
(
(π˘LTK )
∗F
)
K⊂GLn(OF )
sur la tour de Lubin-Tate muni de
correspondances de Hecke, d’une action de D× et d’une donne´e de descente a` F compatible a` celle
sur la tour (ces trois actions commutant). Soit le foncteur
Γc(LT ,−) : Λ −
(
(Pn−1)tordu
)˜´
et−D×−lss
−→ Λ[GLn(F )×D
× ×WF ]−Mod-lisses
F 7−→ lim
−→
K⊂GLn(OF )
Γc(M
LT
K ⊗ˆ
̂˘
F , π˘LT ∗K F)
Soit (MDrK )K⊂O×
D
la tour de Drinfeld au sens de Rapoport-Zink (une union disjointe indexe´e par
Z de la tour usuelle de reveˆtements de l’espace Ω de Drinfeld), forme´e d’espaces analytiques sur
F˘ , munie d’une action “horizontale” de GLn(F ), “verticale” de D
× et d’une donne´e de descente
a` F˘ . Soit
π˘DrK :M
Dr
K −→ Ω/F˘
l’application des pe´riodes sur la tour de Drinfeld. A` un faisceau G de Ω˜´
et−GLn(F )−lss
est associe´
un syste`me de faisceaux de Hecke muni d’une donne´e de descente a` F sur la tour de Drinfeld,
(π˘Dr∗K G)K⊂O×
D
. Soit le foncteur
Γc(Dr,−) : Λ− Ω
˜´
et−GLn(F )−lss
−→ Λ[GLn(F )×D
× ×WF ]−Mod-lisses
G 7−→ lim
−→
K⊂GLn(OF )
Γc(M
Dr
K ⊗ˆ
̂˘
F , π˘Dr∗K G)
Il y a alors un isomorphisme de foncteurs a` valeurs dans D+(Λ[GLn(F )×D× ×WF ]lss)
RΓc(Dr,−) ◦ JL
∼
−−→ RΓc(LT ,−)
En particulier si Λ de´signe le faisceau constant, JL(Λ) = Λ et donc il y a un isomorphisme entre
la cohomologie a` support compact a` coefficients constants des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld.
De´monstration. Il s’agit d’une application du the´ore`me 12.6 et du the´ore`me principal de [11]
comme dans la de´monstration pre´ce´dente.
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